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PREFACIO

Este segundo volumen, al igual que el primero, tiene como
proposito el de servir como motivacion y orientacion vocacional a
los jovenes deseosos de dedicarse a una de las aventuras mas
formidables del Ser Humano, la Mateméatica. También esta
dedicado a toda persona que desee obtener un concepto mas
aproximado acerca de la Matematica y sus practicantes. Esta
dirigido tanto para un publico en general como para un lector de
nivel matematico diverso. Hemos tratado de dejarle algo a cada
uno de ellos.

En “Matematica y matematicos IlI” se escribe acerca de la
Matematica, sus caracteristicas, la investigacion y progreso en ella.
Como ejemplo del surgimiento de una teoria matematica se
presenta la K-Teoria Algebraica. También, como matematica
aplicada se hace lo correspondiente con la Teoria Matematica de la
Musica. Finalmente, se exponen pensamientos acerca de la
Computacién y su relacion con la Matematica.

Con respecto a “Matematica en la Musica Il”, actualmente es
perceptible que en las Gltimas dos décadas del siglo pasado (y
hasta la fecha) hubo una gran tendencia en la Matematica de
realizar no so6lo aplicaciones sino hacer Matemaética en una gran
variedad de campos del conocimiento, y el campo de la Mdsica no
ha sido la excepcion.



Uno de los propdsitos de la Teoria Matematica de la Musica es la
de establecer un marco conceptual estable, definiendo los
conceptos en una forma precisa. Se expone el acercamiento de
Mazzola para muchos problemas musicales el cual estd basado en
la Teoria de Topos. Se introduce el concepto de Denotador el cual
permite describir los objetos musicales y se mencionan las ideas
detras del mismo.

Se concluye que estamos actualmente viviendo un cambio tan
radical en la Musicologia como el que se experimentd en la Fisica
hace 500 afos.

Muchos patrones de la naturaleza son tan irregulares y
fragmentados que exhiben varios niveles de complejidad vistos
con la geometria usual. La existencia de estos patrones nos reta a
estudiar esas formas que con la geometria usual parecen no tener
forma, es decir, a investigar la morfologia de lo "amorfo™. En el
capitulo 111 presentamos los fractales, que son la herramienta para
estudiar los patrones complejos de la naturaleza.

Con respecto a “Matematica en Nuestro Cuerpo”, los fractales son
estructuras geométricas que se pueden usar para analizar muchas
estructuras bioldgicas que no son compatibles con anélisis
convencionales. Aqui se exhibe el analisis fractal y se muestra
cémo se puede aplicar al analisis del hueso trabecular, a la
estructura del arbol bronquial y al andlisis de las arritmias
cardiacas.

Los capitulos 1 y Il reflejan fundamentalmente las &reas de
especialidad de Emilio Lluis Puebla y los capitulos Il 'y IV
fundamentalmente los de Flor Aceff.

Cabe mencionar que, a proposito, en algunas ocasiones, se ha
escrito en primera persona o dirigiéndose al lector directamente.
En algunas ocasiones hemos repetido ideas de [A-LL] por
considerarlas adecuadas en un lugar especifico.



No hay que olvidar que la Matematica es producto de la
creatividad de unos cuantos seres humanos que vivieron o viven.
Es por esto que deseamos mostrarlos fisicamente incluyendo sus
imagenes haciendo énfasis en que nueva matematica sigue
creandose. Algunas de ellas las hemos tomado de nuestro album
personal. Si el lector encuentra alguna formula inentendible, le
rogamos que no se asuste y que felizmente se la salte, pero no deje
de admirarla.

Flor de Maria Aceff

y
Emilio Lluis-Puebla.

Enero de 2007.






CAPITULO |

Matematica y matematicos |1

Introduccion

Muchas personas, colegas, estudiantes y en especial mis propios
alumnos, me han solicitado que escriba acerca de la Matematica y
los matematicos. Correspondo a esta peticion esperando que esta
informacién ayude a comprender a la Matematica y a los
matematicos. Esta segunda parte es independiente de la primera
[A-LL].

Algunas de las ideas expresadas en este capitulo son mias y otras
provienen de las fuentes mencionadas en la bibliografia. En
particular, he tomado muchas del gran matematico Michael
Atiyah.

Sir Michael Atiyah

Desde mis afios de estudio profesional y de posgrado he leido sus
articulos de divulgacion, las entrevistas que le han realizado,
escuchado sus conferencias, estudiado sus textos y articulos de
investigacion, en particular los de K-Teoria. Sin duda es, no
solamente uno de los méas destacados matematicos de la segunda
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mitad del siglo XX, sino también uno de los pensadores més
acertados acerca de la Matematica misma y por esto deseo
transmitirles un poco de su pensamiento y vision de nuestra
disciplina las cuales comparto.

La Matematica posee una enorme aplicabilidad y constituye un
lenguaje y marco indispensable para todas las ciencias. Esta es la
razon por la cual no solamente unos cuantos individuos dedican su
vida a ella sino que es materia de estudio en el sistema educativo y
parte de la escena social.

La investigacion matematica es la disciplina cientifica mas alejada
del hombre de la calle quien no posee absolutamente ninguna idea
acerca de ella. Generalmente identifica a la Matematica con las
ideas que dificilmente pudo absorber —a menudo sin éxito—en la
escuela primaria o secundaria. La Matematica o lo que cree que es,
le parece fria y cruda, sin vida (incluso habla de la frialdad de los
numeros). Dificilmente se imagina que la Matematica fue creada
en el pasado y sigue creandose en el presente por algunos seres
humanos. Le es muy dificil de comprender el hecho de que sea una
disciplina intelectual abstracta y de que posea una existencia
independiente y floreciente. Una manera de establecer un contacto
con ella es a través de libros como este o también a través de
conocer y escuchar matematicos que trabajen en las distintas
disciplinas de la Ciencia que utilizan Matematica.

El egresado de una licenciatura generalmente no se dedica al
estudio de su profesion, méas bien la utiliza o la aplica. Para
realmente dedicarse a la Matematica es necesario realizar estudios
de posgrado y aun asi apenas comenzar a vivir el maravilloso
mundo de la Matematica. Los egresados de una licenciatura de
Matematica pueden y deben encontrar trabajo como cualquier otro
egresado de una licenciatura, es cosa de hacerles ver a quienes
contratan personal de las enormes ventajas que tienen al contratar
matematicos, pues sobretodo, una de esas ventajas es de mucho
valor para quienes no tienen miedo de contratar a personas que han
realizado un entrenamiento en el acto de pensar y que poseen
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capacidad de aprender. Muchos de los pocos licenciados en
Matematica se dedican a la docencia, ojala hubiera mas, hacen
mucha falta, sobretodo en los niveles de primaria, secundaria o
preparatoria. Se requieren con la licenciatura terminada, con una
estupenda preparacion y que deseen ser docentes por vocacion,
capaces de motivar e infundir en los jovenes (quienes constituyen
mas de la mitad de la poblacion de México) un verdadero amor al
conocimiento cientifico y artistico. En este capitulo fundamen-
talmente se expondran temas relacionados con la Matematica y sus
creadores.

Caracteristicas de la Matematica

La Matematica posee varias caracteristicas que la hacen diferir de
otras disciplinas.

La primera: es muy dificil describir o definir su materia de estudio.
Es claro cual es la materia de estudio de algunas areas de la
Astronomia o de la Biologia pero no de la K-Teoria Algebraica.
Esto se debe fundamentalmente a que los objetos de estudio son
conceptos definidos de manera abstracta, los cuales a menudo van
encadenados a otros conceptos previamente definidos. Su
descripcion se reduce a definiciones formales que requieren de
conexiones neuronales, las cuales requieren de cierto tiempo para
realizarse. Esto, aunado a wuna madurez mateméatica o
entrenamiento matematico le permite al ser humano asimilar una
buena cantidad de ideas abstractas. Por ejemplo, trate usted de
explicarle a su “sobrinita preguntona” qué es la adicién, o de qué
se trata la Geometria Analitica, 0 qué es un anillo. Requerira,
después de muchas explicaciones intuitivas, establecer
definiciones formales y tiempo, mucho tiempo.
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La segunda caracteristica es que posee una logica perfecta.

f

I /

Euclides de Alejandria (325-265 A. C.)
La Matematica de Euclides es tan valida hoy como en la época de

Euclides. Esto contrasta con otras teorias, como la de la tierra
plana, la del flogisto o la del éter.
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La tercera es lo conclusivo de la Matematica, esto es, las diferentes
disciplinas toman conclusiones con base en las manipulaciones
matematicas.

La cuarta es su independencia, esto es, no requiere de equipos
costosos a diferencia de las ciencias experimentales. Basta a veces
lapiz y papel, o ni siquiera esto.

Arquimedes (287-212 A. C.)

Arquimedes dibujaba sobre la arena.
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Jean Leray (1906-1999)

Leray escribié su matematica siendo prisionero de guerra.
A pesar de los regimenes politicos de toda indole, la Matematica

continla evolucionando. Es interesante observar que sus
bibliotecas son menos grandes que las de otras disciplinas.
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¢ Qué significa la palabra Mateméatica?

Arrigo Coen Anitta y Emilio Lluis Puebla

Segin me comentdé mi querido amigo Arrigo Coen, mathema
significa erudicion, manthanein el infinitivo de aprender, el radical
mendh significa en pasivo, ciencia, saber. Luego, es lo relativo al
aprendizaje. Asi que en sentido implicito, Matematica significa:
“lo digno de ser aprendido”.

¢ Qué es la Matematica?

No existe una definicién de lo que es la Matematica. Sin embargo,
se dice que es una coleccion de ideas y técnicas para resolver
problemas que provienen de cualquier disciplina incluyendo la

Matematica misma.

Algunos problemas matematicos

15



El famoso ultimo teorema de Fermat (el cual sucede al de la
ecuacion pitagorica x*+y*=z%) que dice que la ecuacion x"+y"=z"
nunca tiene soluciones enteras positivas para cualquier entero
positivo n mayor que 2. Excepto para n=2, estas ecuaciones no
tienen una interpretacion geométrica. Aparentemente este
problema no pareciera tener mucha importancia, sin embargo, ha
tenido una influencia enorme en el desarrollo de la Matematica.

Pierre de Fermat (1601-1665)
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Fermat dijo que tenia una demostracién, pero que no tenia espacio
para escribirla. Por mas de 300 afios, este problema, aparentemente
sencillo, fue el motivo de grandes esfuerzos de muchos matema-
ticos y es precisamente de éstos esfuerzos que se han creado
nuevas técnicas y conceptos, los cuales tienen influencia en
muchas areas de la Matematica.

El problema de los cuatro colores afirma que solamente se
requieren 4 colores para iluminar o colorear cualquier mapa del
globo terrestre con la condicion de que dos paises adyacentes
deban tener colores diferentes. La solucién positiva, mas de cien
afios después, fue obtenida mediante el uso de la computadora,
teniendo un impacto muy pequefio en la Matematica. Fue el primer
problema no trivial solucionado con computadora.

En la Matematica, si un problema se resuelve mediante métodos
estandares, el problema pierde mucho de su interés. Si no se
resuelve mediante los métodos conocidos por mucho tiempo, se
convierte en un problema clasico. Un buen problema es aquel que
da lugar a nuevas técnicas con gran aplicabilidad a otras areas.

Las ideas nuevas que constituyen los pasos para obtener la
solucion de algin problema constituyen el progreso de la
Matematica. Los matematicos sabemos apreciar las técnicas
ingeniosas.

¢ Qué es la investigacién matematica?

Existen aspectos contrastantes y alternativas dentro de la
investigacion matematica. A continuacion veamos algunos.

Existen diferencias entre lo que realiza un matematico puro y uno
aplicado aunqgue existe también una interrelacién entre las dos.

En cuanto a la Matematica Pura, esta la alternativa acerca de la

teoria matematica y la resolucion de problemas. Existe una gran
variedad de problemas. Si algunos de ellos se pueden resolver
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mediante argumentos ingeniosos de una manera parecida, entonces
decimos que tenemos un meétodo para resolverlos y si éstos son
muchos, entonces decimos que tenemos una “teoria matematica”.
Asi se evoluciona, de una coleccion de problemas, a una “teoria”,
la cual difiere del concepto que de ella se tiene en otras disciplinas
cientificas.

La Matematica es una actividad humana y por ende hay que
poderla transmitir a las generaciones siguientes, por lo cual se
organiza sistematicamente para que los que la estudien lo hagan de
la manera menos dolorosa posible. Esta es la forma bésica de lo
que es una Teoria Matematica.

Henri Poincaré (1854-1912)
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Poincaré decia que una casa esta hecha de ladrillos pero que los
ladrillos por si solos estan lejos de ser una casa.

¢ COmo se da la innovacién en la Matematica?

A diferencia de otras disciplinas cientificas, en la Matematica, la
creacion de nuevos métodos o técnicas constituye la innovacion, la
cual es vital para el progreso de la Matematica.

No se requiere del descubrimiento de antiguos documentos
manuscritos, ni del trabajo experimental o de la introduccién de
nueva tecnologia. La innovacién se da, entre otras cosas, por la
creacion de nuevas técnicas.

Evariste Galois (1811-1832)
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Por ejemplo, cuando Galois se dio cuenta al trabajar en el
problema de la insolubilidad de la ecuacion polinomial general de
grado al menos 5 que la clave estaba en las simetrias de las cinco
soluciones de la ecuacion, proveyé los fundamentos de la teoria
general de la simetria, la cual es una de las ramas méas profundas y
de amplio espectro de toda la Matematica, llamada Teoria de
Grupos.

También hay innovacion interna al tratar de dar cohesion a una
teoria matematica, al realizar preguntas adecuadas, las cuales
requieren de mucha intuicion y compenetracion. También puede
venir de problemas de otras disciplinas.

Se puede decir que hay progreso matematico cuando existe una
aplicacion continua de métodos usuales intercalados espectacular-
mente con nuevos conceptos y problemas.

Un ejemplo: la K-Teoria Algebraica.

A pesar de que desde principios del siglo XX era bien conocido
gue un monoide conmutativo (un conjunto provisto de una ley de
composicion asociativa con elemento neutro) sin divisores de cero
podia considerarse dentro del grupo conmutativo que genera, es
hasta 1957 (en que Grothendieck pensara en esto) que comienza
propiamente la K-Teoria. Es de esta misma manera que los enteros
negativos se definen a partir del monoide aditivo de los naturales
[M-B] y que los nimeros racionales positivos se definen a partir
del monoide multiplicativo de los naturales sin el cero.
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Alexander Grothendieck (1928- )

La idea de Grothendieck fue la de asociarle a un monoide
conmutativo M, un grupo conmutativo K(M), Unico salvo
isomorfismo, y un homomorfismo candnico definido de monoides
¢o:M—>K(M) tal que para cualquier grupo conmutativo G,
cualquier homomorfismo de monoides f: M— G se factoriza en
forma unica como

f: M- K(M) > G.

El grupo de Grothendieck aparecié publicado por vez primera en
1958. Aparte de su uso en el teorema de Riemann-Roch, una de las
aplicaciones mas conocidas de la construccion de Grothendieck la
realizaron en 1959 Atiyah y Hirzebruch. Aplicaron la construccion
al monoide aditivo de las clases de isomorfismo de haces
vectoriales complejos con espacio base un CW-complejo X.
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El grupo de Grothendieck lo denotaron K°(X). Definieron K™(X)
utilizando la suspension de X para n > 1. La periodicidad de Bott
muestra que K"(X) » K™4X) y es utilizada para definir K"(X)
para neZ. Dichos funtores constituyen una teoria de cohomologia
conocida como la K-Teoria Topoldgica (la referencia clésica es
[A-H]) la cual tuvo aplicaciones importantes, entre otras, el
Teorema de Atiyah-Singer [A-S] y la solucion del problema de
obtener el maximo numero de campos vectoriales linealmente
independientes sobre una esfera [A].

Jean-Pierre Serre (1926- )

Un resultado de Serre [S] generalizado por Swan en 1962
proporciond una manera de traducir conceptos topologicos en
algebraicos. En efecto, si X es un espacio Hausdorff compacto y
C(X) es el anillo de las funciones complejas en X entonces existe
una equivalencia entre la categoria de los haces vectoriales B sobre
X'y la categoria de los médulos proyectivos finitamente generados
sobre C(X) dada por B— I'(B) donde I'"(B) denota las secciones
del haz vistas como médulo sobre C(X). (Véase el articulo de
Vaserstein [V] de 1986 para una generalizacion del teorema de
Swan a la categoria de haces vectoriales de tipo finito.)
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En pocas palabras, la categoria de los haces vectoriales sobre X es
equivalente a la categoria de los A-mddulos proyectivos finitamen-
te generados donde A=C(X).

De aqui se tiene una definicion de K(A) 6 Ko(A) que tiene sentido
para cualquier anillo A, como el grupo de Grothendieck de la
categoria de los A-mddulos proyectivos finitamente generados.
Asi que Ko(A) es, entre otras cosas, una herramienta Gtil para
investigar la estructura de los A-mddulos proyectivos.

Por ejemplo, considere el siguiente problema propuesto por Serre
en 1955 [S]. Ya se menciond que sobre un espacio topologico X,
es equivalente tener un haz vectorial topoldgico complejo o un
modulo proyectivo finitamente generado sobre el anillo de
funciones continuas C°(X; ), donde un haz trivial corresponde a

un modulo libre (donde € denota los nimeros complejos).

En particular, cuando X=C", todos los haces topolégicos son
isomorfos al haz trivial por lo que los mddulos proyectivos
finitamente generados sobre C°(C ™;C ) son libres. Si ahora
tomamos un campo k arbitrario entonces los haces algebraicos
sobre k", corresponden a los moédulos proyectivos finitamente
generados sobre el anillo de polinomios K[t,ts,...,tn].

Como en el caso de haces topoldgicos sobre ¢ ", el problema de
Serre es si tendremos que todo haz algebraico sobre k" es trivial.
Es decir, ¢son libres todos los mddulos proyectivos finitamente
generados sobre K[ty,t,...,tn]?

En dicho articulo se introducia la Teoria de Gavillas en la
Geometria Algebraica. Los haces vectoriales sobre variedades
algebraicas se definian como gavillas localmente libres; los haces
triviales correspondian a gavillas libres. El espacio afin A"k sobre
un campo k es el espectro primo Spec k[ty,t,...,t5]. Al ser éste un
esquema afin sobre el anillo Spec K[t ty,...,t;], las gavillas
localmente libres estan dadas por mddulos proyectivos finitamente
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generados sobre Spec K[tj,ty,...,t;]. Asi, los modulos finitamente
generados sobre Spec K[ty,ts,...,tn] corresponden a haces
vectoriales sobre A"x. Entonces, el problema de Serre se lefa asi:
¢es trivial todo haz sobre A" ?

Detras de esto estaba la idea de que el espacio afin A" deberia
comportarse como un espacio contractil en Topologia, y por lo
tanto deberia tener Unicamente haces triviales sobre él. Escrita de
otra manera, la conjetura de Serre diria: ¢son libres los mddulos
proyectivos finitamente generados sobre K[ts,t5,...,t,] ?

Invitamos al lector a tomar un paseo guiado por Lam [L], por los
bellos paisajes matematicos que llevaron a probar esta conjetura,
finalmente, veinte afios después independientemente por Quillen 'y
Suslin.

Los intentos por resolver la conjetura de Serre en los afios
sesenta dieron lugar al nacimiento de otra area: la K-Teoria
Algebraica. Una de las metas de la K-Teoria Algebraica fue la de
proporcionar técnicas e ideas para atacar el problema de Serre.

A pesar de que la solucion final de la conjetura en forma
afirmativa no dependié de la K-Teoria Algebraica, no disminuye
para nada la gran influencia que tuvo en el enorme desarrollo que
ha alcanzado con mayor relevancia de la esperada.

La K-Teoria Algebraica es un fendmeno interdisciplinario dentro
de la Matemaética y para definir los grupos de K-teoria superior
necesitamos de la siguiente construccion debida a Quillen [Q]:

TEOREMA. Sea X un CW complejo conexo con punto base p.
Sea N un subgrupo normal perfecto de =;(X,p). Entonces existe un
espacio X" y una transformacion f: X — X" tal que

(i) my(f) induce un isomorfismo w1 (X*,p) = m(X,p)/N;
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(i) para cualquier 1(X",p)-modulo A, f induce un isomorfismo
H.(X; f1A) = H( X" A);

(iii) (X*,f) esta determinado, excepto por equivalencia homotdpica
por (i) y (ii).

Este teorema se conoce como construccién + de Quillen, y fue
inspirada por la necesidad de encontrar una interpretacion
topoldgica del funtor K, de Milnor. La idea de la demostracion es
la de adjuntar 2-células para aniquilar N y 3-células para
neutralizar el efecto de las 2-células en homologia.

Quillen en los afios setenta definio, para i > 1, el i-ésimo K-grupo
algebraico de A como KiA= mi(BGLA™). Como en los casos i=1,2,
Ki es un funtor covariante de la categoria de anillos a la categoria

de grupos [Q].

Una de las huellas de avance significativo en la Matematica es el
descubrimiento de relaciones inesperadas entre diversas areas.
Quizad uno de los ejemplos mas notables de tal avance es el
desarrollo de la K-Teoria Algebraica de Quillen en la cual el
Algebra y la Topologia se relacionan de una manera nueva y
fundamental.

Por un lado, la K-Teoria Algebraica introduce metodos
topoldgicos para definir invariantes algebraicos, tales como los K-
grupos de anillos de orden superior. Por otro lado, proporciona una
forma de traducir conceptos algebraicos en conceptos topoldgicos.
La K-Teoria Algebraica estudia las propiedades de los grupos
Ki(A), construidos a partir de un anillo A.

Uno de los problemas méas importantes en la K-Teoria Algebraica
es el calculo de los grupos K; para diversos anillos A, pero, a pesar
de los esfuerzos de muchos matematicos, Unicamente se conoce un
namero muy reducido de ellos.

25



El lector podré encontrar en [A-LL-S-S], [LL1], [LL2] y [LL3] un
panorama e introduccion a esta area de la Matematica.

3 Lecture Notes in
E Plimiser 29 Mathematics
] i
% &
[ | £
1z H E. Liuis-Pucbla J. L. Loday H. Gillet
§ : C.Soulé V. Snaith
] =
: i
2 JanetE. Aisbett, Emilio Liuis-Puebla £ Higher Algebraic K-Theory:
5 and Victor Snaith £ an overview
3 {with an appendix by Christophe Soulé) H
On K,(Z/n) and K.(F, [t]/(t") y
Memoirs |
of the American Mathematical Society

La Matematica, una Bella Arte.

Como lo he expresado en multiples ocasiones, la Matematica es
una Bella Arte y una Ciencia. Para los matematicos, la belleza y la
verdad tienen igual estima. Tenemos mucho aprecio por un
argumento hermoso, esto es, un argumento que conlleva elegancia
en el estilo, economia de esfuerzo, claridad de pensamiento,
perfeccion en el detalle y en la forma de acertar una deduccion
contundente y convincentemente. Los matematicos nos dedicamos
a un area u otra dependiendo en qué tan bella nos parece una con
relacion a otra. Buscamos métodos elegantes y evitamos
argumentos feos.
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Caracteristicas estéticas de la Matematica.

Hay varias caracteristicas estéticas de la Matematica. La univer-
salidad, en el sentido de que casi cualquier rama del conocimiento
posee aspectos que se pueden analizar matematicamente. El
desarrollo de argumentos simples y concisos es absolutamente
indispensable para el progreso de la Matematica. La seleccion y
formulacién de problemas son un arte que depende de la intuicion
del matematico. Aqui, los aspectos estéticos juegan un papel muy
importante.

En la primera parte de esta serie [A-LL], describi como Poincaré
concebia la creacion de la Matematica e hice un simil con la
creacion musical. A manera de broma, pareciera que Poincaré
creaba Matematica al subirse o bajarse de un tranvia.

Jacques Hadamard (1865-1963)
Hadamard recomendaba tomarse dos bafios de agua caliente para

estimular la investigacion matematica. Muchos matematicos beben
café, transformandolo en teoremas. También he escuchado que la
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Matematica se hace caminando, es decir cuando se dejan las ideas
en el “inconsciente” y de repente ocurre una “feliz idea”, la cual
es, quiza, una serie de conexiones neuronales que tienen lugar en
el tiempo las cuales se logran mejor cuando no interviene un acto
consciente demasiado fuerte que las impida.

Formalismo y rigor matematicos.
Hay una distincion entre formalismo y rigor matematicos:

En la Matematica formal, uno crea matematica sin preguntarse
demasiado acerca del significado mientras ésta dé el resultado
correcto.

Uno sigue adelante sin preocuparse demasiado por el rigor
matematico esperando que en el futuro éste sea provisto.

La Matematica, hay que insistirlo para no perderlo de vista, es
esencialmente una actividad humana y nuestra meta no
solamente es inventarla sino trasmitirla. Asi, el rigor
matematico debe existir. Si no se tienen bases sélidas, cualquier
construccion basada en ellas podria caer.

Existen matematicos que se especializan lo mas profundamente
posible en un area 0 campo y otros que adquieren una gran cultura
matematica, tan amplia como sea posible. Los dos tipos de
matematicos son necesarios.

Sin embargo, muchos recomendamos a los jovenes que comiencen
por obtener una cultura matematica, lo mas amplia posible y luego
sumergirse en un tema. Esto es debido a que la esencia de la
Matematica es la de juntar campos aparentemente disimiles.
Después de todo, la Matematica es el grado méximo de
abstraccion el cual tiene aplicacion en toda disciplina que se precie
de llamar ciencia.
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¢Como trabajan los matematicos?

Existen matematicos que trabajan individualmente y otros que lo
hacen en un pequefio o gran grupo. Es muy dificil el trabajar solo,
a menudo uno solo no ve una trivialidad que lo detiene por mucho
tiempo y la cual es resuelta inmediatamente por un colega dentro
del grupo. Pero a veces, sucede al revés, no siempre tres cabezas
piensan mas que una. A veces, la interaccion con colegas
enriquece tanto a la Matematica como a los matematicos y se
encuentran esas interrelaciones de las cuales hablaba anterior-
mente entre areas aparentemente disimiles.

A veces la colaboracion entre matematicos es enriquecedora y
hace de la investigacion matematica, la cual es muy ardua o dificil,
una experiencia mas humana y social, aunque a veces esto no se
puede, por no haber colegas de la misma especialidad cerca o por
caracteristicas de personalidad de cada matematico. El trabajar en
grupo no exime del arduo trabajo individual de meditar o pensar
en Matematica.

¢ Cudles opciones de areas tienen los jévenes matematicos?

Para los jovenes que ingresan al apasionante mundo de la creacion
matematica existen dos posibilidades. O ingresan a un area de
investigacion de moda o de peso a la cual se considera relevante o
crean su propia area. Las dos posibilidades existen con sus
ventajas y desventajas. A menudo, dentro de una de las areas de la
corriente que se considera principal, los problemas son muy
dificiles y ya grandes matematicos han realizado lo que han podido
y sblo restan temas demasiado dificiles o irresolubles por el
momento o por siglos. Mientras que en un area nueva, a menudo
hay mucho por hacer y no es tan ardua la labor matemética. Pero
también se paga el precio de que sea intrascendente todo lo
realizado.
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¢ Cudles son los tipos de matematicos en general?

Coexisten dos tipos de matematicos, los que utilizan la fuerza
bruta y los elegantes. Esto es, quienes utilizan métodos o técnicas
aplastantes que los conducen a la resolucién del problema y
quienes con pocos argumentos colocados adecuadamente lo
obtienen sorpresivamente de manera brillante. A veces un mismo
matematico puede actuar de las dos formas en distintas ocasiones.

Sin embargo, la transmision de la Matemética es mucho maés
apreciada, por la manera que funciona nuestro cerebro, cuando se
hace de manera elegante y simple, es decir, de forma artistica. Asi,
la elegancia matematica es muy importante. Esta se logra, en
general, (no en la fuente primaria de la investigacion sino) después
de haber pasado por muchas mentes matematicas brillantes.

¢Colmo se esta realizando la transmision de la Matematica
actualmente?

En cuanto a la transmision de la matematica de frontera, ésta se
realiza después de un tiempo, debido a lo expresado anteriormente,
cada vez mas a niveles de gente méas joven. Matematica muy
dificil se ha compactado y presentado elegantemente facilitando su
aprendizaje. Esta es la manera mas eficaz de transmitir
Matematica.

Asi, hay varios tipos de creacion matematica y de matematicos,
todos indispensables.

Hay una inmensidad de matematica creada durante unos cuantos
siglos. Sin embargo, a principios del siglo XX solamente unos
cuantos grandes matematicos podian decir que abarcaban una
buena parte de la totalidad de ella. Hoy en dia es casi imposible
que un matematico abarque ni siquiera su propia area de estudio.
¢Querrd decir esto que el gran edificio de la Matematica nos
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aplastara? Sucede que asi como la especializacion es inevitable, el
desarrollo de nuevos conceptos abstractos absorben otros creados
en el pasado. Estas nuevas creaciones son tan importantes como
las soluciones de los problemas dificiles o desarrollos de nuevas
técnicas.

¢Como se selecciona un problema para trabajarlo cuando se
comienza a realizar investigacion?

Los estudiantes de doctorado en matematica, practicamente no
pueden elegir el problema que les asignara su asesor.
Generalmente es el asesor, quien a veces vislumbra la técnica
adecuada, el que le pone un problema para que lo resuelva.

Algunos matematicos que ya realizan investigacion por si solos
realizan investigacion sobre un tema el cual se da, a veces, por si
solo. Este surge de la comunicacion con otros colegas, de la
curiosidad, de meditar o de moverse por la literatura matematica
adecuadamente. Lo importante es que se tenga la conviccion de
entender la Matematica.

¢ Qué se conoce como Matematica Aplicada?

La actividad en la cual la Matematica encuentra aplicaciones fuera
de su propio campo se llama Matematica Aplicada. La Matematica
Aplicada es autométicamente multidisciplinaria, e ideal y
probablemente deberia realizarse por alguien cuyo interés primario
no es la Matematica. Sin embargo encontramos que es mucho
menos dificil que una persona que adquiere una formacion
matematica se adentre en otras disciplinas. Esta es una gran
ventaja para los estudiantes y egresados de una licenciatura de
Matematica.
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Si la actividad multidisciplinaria es por ejemplo la Fisica, es dificil
saber qué clasificar como Matematica Aplicada y qué como Fisica
Tedrica. La aplicacion de la Matematica en areas diferentes de ella
misma da lugar a cuestiones de otra indole. Supongamos que
tenemos una aplicacion de la teoria de ecuaciones diferenciales
parciales en la teoria matematica de la elasticidad. Podriamos
preguntarnos si la teoria de elasticidad tiene aplicacion fuera de si
misma. Supongamos que si la tiene en ingenieria teorica. Luego
nos podriamos preguntar si ésta tiene interés en la ingenieria
practica. Supongamos que si, y que permite realizar un analisis de
puertas automotrices. Luego nos podriamos preguntar como afecta
esto al hombre comdn. Supongamos que se cumple un
requerimiento de ley al tener puertas adecuadas. Asi podriamos
rastrear la aplicacion de la Matemaética hasta el nivel de consumo.
Podriamos continuar, ¢es util un automovil? ;es atil consumir? etc.

Llamémosle “utilidad comin” a la utilidad que llega hasta el
hombre de la calle. (Asumimos que sabemos lo que el hombre de
la calle desea). No se sugiere que el criterio de la calle sea el Unico
para juzgar la utilidad de la matematica.

Se dice que la finalidad propia de las aplicaciones de la
matematica es la de que la Matematica sea automatizada. Por
ejemplo, el descenso del hombre en la luna requirié de muchos
calculos pero que estaban automatizados.

Imaginemos un diagrama [D-H] con el MUNDO FiSICO, luego
EL MUNDO MODELADO CON MATEMATICA, luego LAS
TRANSFORMACIONES Y OPERACIONES MATEMATICAS y
finalmente LAS APLICACIONES AL MUNDO FiSICO.

Las dos de en medio se convierten en un proceso automatizado.

Mientras mas exitosa y completa sea una aplicacion, mas
automatica y programada se debe convertir.
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Un ejemplo: la Teoria Matematica de la Musica.

Comenzo hace mas de dos décadas. Una de las principales metas
de la Teoria Matematica de la Musica es la de desarrollar un marco
cientifico para la Musicologia. Este marco posee como
fundamento a campos cientificos establecidos. Incluye un lenguaje
formal para los objetos y relaciones musicales y musicoldgicas.

Guerino Mazzola

The Topos of Music

Geometric Logic of Concepts,
Theory, and Performance

“The Topos of Music” [Mazz] es un libro de Guerino Mazzola del
cual tengo el honor de ser uno de los colaboradores. Podemos
apreciar que el mismo titulo de la obra, “The Topos of Music”,
posee un doble sentido. Por un lado esta la palabra griega topos,
que significa lugar y que sugiere la ubicacion del concepto de la
Mdsica como un tépico, en el sentido de Aristoteles y Kant. Por
otro lado, se hace referencia a la teoria matematica Topos que
sirve para reflejar el sistema de signos musicales, esto es, la
Musica en su faceta de un sistema abstracto cuya estructura puede
permanecer escondida sin un marco adecuado de comprension.
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Este doble significado expresa, de hecho, la intencion de unificar
una profundizacion filoséfica con la precision de la Matematica,
en torno a la Musicologia. La Mdsica esté enraizada con realidades
fisicas, psicoldgicas y semioticas. Pero la descripcion formal de las
instancias musicales corresponde al formalismo matematico.

La Teoria Matemaética de la Musica esta basada en las Teorias de
Modulos y Categorias, en la Topologia Algebraica y Combinato-
ria, en la Geometria Algebraica, Teoria de Representaciones. Su
proposito es el de describir las estructuras musicales. La filosofia
detras de ella es la de comprender los aspectos de la Musica que
estan sujetos al raciocinio de la misma manera en que la Fisica
puede hacerlo de los fenémenos propios del trabajo cientifico.

Esta teoria estd basada: en un lenguaje adecuado para manejar los
conceptos relevantes de las estructuras musicales, en un conjunto
de postulados o teoremas con respecto a las estructuras musicales
sujetas a las condiciones definidas y, en la funcionalidad para la
composicién y el analisis con o sin computadora.

Mazzola, ya en su articulo "Status Quo 2000", [M-N-LL] (el cual
hemos apreciado mucho que fuese presentado en México durante
una exposicién plenaria espléndida en Saltillo), explico porqué el
acercamiento mediante su modelo tedrico geométrico de los afios
ochenta evolucion6 a un marco que es apropiado para muchos
problemas musicales. Ese nuevo marco esta basado en Matematica
mas sofisticada como la Teoria de Topos. Cabe mencionar algo
notable: dentro de este tema se realiza matematica de alto nivel, no
solamente aplicaciones, es decir, se hace matematica nueva, se
prueban resultados matematicos con los objetos definidos.

La Musica es una creacion central de la vida y pensamiento del ser
humano. Que actla en otra capa de la realidad que la Fisica.
Creemos que el intento de comprender o de componer una obra de
gran envergadura en la Musica es tan importante y dificil como el
intento de unificar la gravitacion, el electromagnetismo, las fuerzas
débiles y fuertes. De seguro, las ambiciones son comparables, y
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por lo tanto, las herramientas deben de ser comparables. La
Matematica provee una base cientifica para comprender la Musica
y la Musicologia y para que esta ultima pueda considerarse una
ciencia, no una rama de la literatura poética comdn y corriente.

Perspectivas en la Teoria Matematica de la Musica.

UNIVERSITAI

Perspectives
in Mathematical
and Computational
Music Theory

Edited by Guerino Mazzola,
Thomas Noll, and Emilio Lluis-Fuebla

epos

“Perspectivas en la Teoria Matematica y Computacional de la
Mdasica” [M-N-LL] es el libro mas reciente que hemos editado.
Esta publicado en tres versiones (como deben de hacerse ya las
publicaciones). La version en linea, la cual es gratuita; la version
en papel y la versioén en CD (éstas dos ultimas obviamente tienen
un costo para quien las desea asi). Se puede consultar
gratuitamente en
WWW.epos.uni-osnabrueck.de/books/m/ma_nl004/pages/.
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¢ Qué hay acerca de la Matematica y la Computacion?

La revolucion industrial se media en siglos, la revolucion de la
computadora se mide en décadas o lustros y quizas afios dentro de
poco. En los siglos XVII1'y XIX, la mano de obra fue reemplazada
por las maquinas y aparentemente el siglo XX se caracterizé por el
reemplazo del cerebro por la computadora. En un principio, la
ciencia del computo crecié conjuntamente con la Matematica.
Turing y von Neumann son algunos de sus pioneros. Aln ahora, la
Matematica es la ciencia mas cercana a la del computo. La Logica
Matematica proporcion0 una base para la computacion,
refiriéndonos al software. Sin embargo, es el chip de silicon el que
permitio la revolucion.

Los matematicos hemos estado interesados siempre en el concepto
de *“demostracion”, es decir, en la rigurosa deduccién de varias
conclusiones a partir de ciertas suposiciones. Hay que dar
instrucciones precisas para que funcione un ordenador o
computadora y la Ldgica Matematica es el marco adecuado para
formularlas.

Relacionado con la idea de demostracion esta la de algoritmo, es
decir, la de un método para hacer algo, en particular, para resolver
un problema. Estos son requeridos para que la computadora realice
tal o cual cosa. Una rama de la Matematica se dedica al estudio de
los algoritmos, en particular los répidos, a saber, la Teoria de
Complejidad. Asi que las Teorias de las Demostraciones y
Complejidad son dos tipos de matematica creadas por las
necesidades del computo. Como las computadoras usan Z,, estan
relacionadas con la Matematica Discreta ejemplificada por el
Algebra. Atiyah menciona que algunas personas argumentan por
esto el que debe de modificarse drasticamente la ensefianza de la
Matematica quitando el énfasis en el Céalculo que a menudo se
realiza desde hace mucho tiempo.
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¢Como ha ayudado la computadora a la investigacion
matematica?

La computadora proporciona una manera muy rapida de obtener
soluciones numéricas a distintos problemas. En la Matematica
Aplicada un problema tiene una solucion satisfactoria si se puede
proporcionar un algoritmo en la computadora de tal manera que se
tengan disponibles las soluciones numéricas. Pero no todo son
nameros, por ejemplo, las expresiones de ldgica no representan
numeros. Las expresiones simbolicas ya han sido consideradas en
la computadora y son manipulables. Como ejemplo de esto esta la
determinacion de todos los grupos finitos simples la cual se llevo
al cabo utilizando poderosas computadoras.

¢ Cudles son las etapas para generar nuevos resultados en la
Matematica y cudl es la utilidad de la computadora en ésta?

En la Matemética, hay varias etapas para generar nuevos
resultados. ldentificar hechos relevantes, su arreglo en patrones
que poseen un significado, la posible extraccion de una férmula, el
corroborar la férmula y hasta el final la demostracion. La
computadora puede ser util en las primeras etapas. Es l6gico que
se trate de probar que ciertas conjeturas son validas simplemente
sustituyendo valores pero cuyos calculos resultarian demasiado
largos y tediosos de realizarlos a mano. Ahora podemos hasta ver
los resultados en forma gréfica en algunas ocasiones. Antes se
tenian que realizar a mano, tal como los realizaron Euler o Gauss.
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Leonhard Euler (1707-1783) y Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

¢Sera la computadora un sustituto para el pensamiento
humano o para la Mateméatica?

Atiyah comenta que sin duda, el problema mas importante del
siglo XXI, es el de comprender como funciona el pensamiento
humano. Este proyecto obviamente requerira de matematicos,
entre otros muchos especialistas de otras disciplinas cientificas.

Existe una solucién del famoso problema de los cuatro colores, el
cual establece que es suficiente el colorear con cuatro colores
cualquier mapa del planeta con la condicion de que paises
adyacentes sean coloreados de manera diferente. Este problema
data del siglo XIX y en el XX se resolvid utilizando una
computadora que comprobd cientos de casos. Fue un gran triunfo
pero a la vez una gran desilusion desde el punto de vista estético,
ademas de que no se crearon nuevas tecnicas a partir de la
demostracion. Se usé la fuerza bruta. ;Serd asi en el futuro?
pregunta Atiyah.
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¢Cual es la naturaleza y proposito de la Matematica y de la
Ciencia?

La respuesta usual es la de que el ser humano intenta comprender
o entender el mundo fisico y eventualmente controlarlo. Pero qué
significa comprender o entender. Atiyah duda que entendamos la
demostracion del teorema de los 4 colores. Las demostraciones por
computadora alteran el concepto de demostracion publicada. Lo
gue sucede es que existe una diferencia fundamental entre un
experimento disefiado para encontrar hechos acerca del mundo
natural y célculos de computadora que conciernen con un
problema puramente matematico propuesto por el hombre. Uno es
externo y el otro es interno.

Una de las caracteristicas mas importantes de la Matematica es su
arquitectura o disefio global, esto es, la forma elegante y profunda
como las ideas abstractas estan colocadas. La piedra angular de la
buena matematica es la economia y simplicidad del pensamiento.
Aunqgue uno de sus objetivos es el de proporcionar soluciones
explicitas, a veces de cardcter numerico, los desarrollos tedricos
evolucionan esencialmente para evitar largos calculos. Ese ahorro
o flojera conduce a encontrar ideas 0 metodos alternativos para ese
fin. Las computadoras carecen de ellos. Estas ideas o métodos son
los necesarios para avanzar un poco.

Dicho de otra manera, dice Atiyah, la Matematica es una (Bella,
digo yo) Arte que evita la fuerza bruta, mediante el desarrollo de
conceptos y técnicas que nos permiten ligereza. Se dice que si las
computadoras hubieran estado en el siglo XV, la Matematica
actual seria una mala imitacion de si misma. El peligro real es el
de dejar la Matematica a las computadoras. Las debemos de tener
simplemente como ayudantes.

Las industrias tradicionales han declinado y las relacionadas con el
computo han crecido. Esto hace que los empleos estén ligados a
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las computadoras. Este tipo de empleos alteran las actitudes y
expectativas de las generaciones jovenes. La Matematica esta
ligada a esto y a las escuelas, universidades, maestros y alumnos.
El peligro para la Matematica esta en que los nuevos grandes
talentos se encaminen a la computacion en lugar de a la
Matematica. Pero esto puede que no suceda. Los verdaderos
matematicos estan motivados por la belleza y poder de la
Matematica y no por el dinero. Para aquellos que creen que la
computadora puede realizar todo el trabajo oprimiendo un botdn,
hay que decirles que tienen todavia que ensefiar a los nifios a
pensar cual botén oprimir.

Isaac Newton (1643-1727) y Henri Poincaré (1854-1912)

¢ Qué ha sucedido en la Matematica en los siglos anteriores?

Atiyah menciona que los siglos XVIII y XIX podria Ilaméarseles
los de la Matematica Clasica. Al final del siglo XIX Poincaré y
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Hilbert eran las figuras dominantes, podrian considerarse
discipulos de Newton y Leibniz, respectivamente.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) y David Hilbert (1862-1943)

Poincaré pensaba mas en términos geométricos o topoldgicos y
Hilbert mas en el lado del formalismo y axiomatizacion. Poincarg,
quien realiz6 trabajo pionero en la Topologia predijo que ésta seria
un ingrediente importante de la Matematica del siglo XX (algunos
dicen que si se tuviera que nombrar de alguna manera al siglo XX
seria como el siglo de la Topologia). Mientras, Hilbert propuso su
famosa lista de problemas los cuales no contenian los topoldgicos
y no pudo predecir, segun Atiyah, el alcance de la Topologia en el
siglo XX.

La primera mitad del siglo XX la denomina la era de la
especilizacion, donde la formalizacion tipo Hilbert y Bourbaki
tiene lugar. La segunda mitad del siglo XX la denomina la era de
la unificaciéon, donde las areas se traslapan y las técnicas se
implementan entre ellas. Para el siglo XXI Atiyah propone
[lamarlo el siglo de la matematica cuantica o de la dimension
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infinita, entendiendo por esto el entender adecuadamente el
analisis, la geometria, la topologia y el algebra de varios espacios
de funciones no lineales de tal manera que se obtengan
demostraciones rigurosas de cosas hermosas que han estado
especulando los fisicos entre otras importantes (como la Geometria
Diferencial No Conmutativa de Alain Connes).

¢ Cuales paradigmas han sucedido en la Matematica y en otras
disciplinas incluyendo la Musicologia?

Guerino Mazzola menciona en su libro “The Topos of Music”
[Mazz] tres paradigmas mayores de la Matemaética y Musicologia
que han ocurrido durante los 150 afios que han sido paralelos en la
evolucion de ambas y la creciente presencia de la Matematica en la
Musica.

Estos son: las estructuras globales, las simetrias y la Filosofia de
Yoneda.

La primera quiere decir, en palabras, que las estructuras
localmente triviales se pueden juntar en configuraciones estéticas
validas si éstas se pegan de una manera no trivial. La Fisica
Clasica concierne con los fenémenos locales y luego hay que
estudiar el comportamiento fisico en gran escala. La Fisica
concierne realmente con adivinar el futuro cuando se va de lo local
a lo global.

La segunda, las simetrias y (los fractales) son utilizadas en la
composicion, aparecen también en la Naturaleza y en la
Matematica juegan un papel crucial como también en la Fisica.

En cuanto a la tercera: la Filosofia de Yoneda, en palabras dice
que, para comprender un objeto, de vueltas alrededor de él. Esto
quiere decir, entendimiento mediante el cambio de perspectivas.
En Matematica, este Lema de Yoneda tiene importantes
aplicaciones en el Algebra Homoldgica, en la Topologia
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Algebraica y en Geometria Algebraica solamente para mencionar
algunas. Dice que un objeto matematico puede clasificarse salvo
isomorfismo por su funtor. En Musica, la partitura es solamente su
primera vista y junto con todas sus interpretaciones constituyen su
identidad. jQué maravilloso punto de vista para ambos intérprete y
audiencia! Deja de lado la estéril competencia fuera del arte y la
ciencia como si éstos fueran juegos olimpicos.

¢ Qué se puede decir de la Geometria y del Algebra?

Atiyah tiene un bello punto de vista acerca de esto. Menciona que
ambas son pilares de la Matematica, ambas muy antiguas. Por un
lado, la Geometria se remonta a los griegos o antes y como el
entender el mundo en que vivimos es una parte importante de
nuestra evolucion, la intuicion o percepcion espacial es nuestra
herramienta més poderosa. La Geometria es el &rea poderosa de la
Matematica para estudiar lo geométrico y lo no geométrico
también, tratamos de poner en términos geométricos lo no
geométrico. La Geometria es el espacio y se puede ver
estaticamente.

Por otro lado, el Algebra se remonta a los &rabes y los hindues y
concierne fundamentalmente al tiempo. Cualquier algoritmo tiene
lugar en el tiempo, lo requiere para poder llevarse al cabo. Esto se
puede ver de manera obvia en una computadora.

Asi, dice Atiyah, la Geometria concierne al espacio y el Algebra
concierne a la manipulacion en el tiempo. Ambas son
indispensables. Piensen ustedes en la MUsica, con sus estructuras,
la cual transcurre en el tiempo y esta situada en el espacio
(eminentemente terricola puesto que un violin no suena en la
luna).

Para finalizar, vuelvo a expresar que la Matemaética es una de las

Bellas Artes, la méas pura de ellas, que tiene el don de ser la mas
precisa y la precision de las Ciencias.
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CAPITULO II

Matematica en la Musica I1”

Actualmente es perceptible que en las ultimas dos décadas del
siglo pasado (y hasta la fecha) hubo una gran tendencia en la
Matematica de realizar no s6lo aplicaciones sino hacer Matematica
en una gran variedad de campos del conocimiento, y el campo de
la Musica no ha sido la excepcion, aunque ya se daba esto en la
Mousica desde la época de Pitagoras. Después, en la Edad Media, la
Mdsica estaba agrupada con la Aritmética, la Geometria y la
Astronomia en el Cuadrivio. La Musica no se consideraba un arte
en el sentido moderno sino una ciencia aliada con la Matematica y
la Fisica (la Acustica).

Es bastante desconocida la aplicacion de conceptos matematicos a
la Musicologia y en particular la Teoria Matematica de la Musica.
A continuacion veamos como algunos matematicos y musicos han
aplicado conceptos matematicos en la Musica y como se hace
matematica nueva con estos conceptos.

Veamos un poco acerca de lo que es la Musicologia y su estado
pasado y presente. Musicologia es el nombre adoptado del francés
"musicologie” para referirse al estudio escolastico de la Musica.
Del aleméan "musikwissenschaft" que significa “ciencia de la
Musica". Hacer musicologia no es facil. La Musicologia carece de
un marco conceptual estable. Se dice que es muy dificil comenzar
a hacer musicologia y navegar sobre un marco conceptual seguro.
En la musicologia tradicional existe el problema estandar del

“Una version posterior aumentada a ésta aparecié bajo el titulo “Matemética en
la Musicologia”. Pro-Mathematica. Pontificia Universidad Catolica del Perd.
Lima, Perd. Volumen XVII. Nimero 33. (2003).

45



encapsulamiento. Se da un postulado encapsulado y se previene de
cualquier acceso a la (presunta) complejidad escondida. En la
Matematica, el acceso a la complejidad es posible y su realizacion
eventualmente da penetracion en el concepto mientras que en el
encapsulamiento musicologico los intentos apuntan al vacio,
generalmente mediante el rompimiento del flujo de la informacién
mediante un oscuro camino que pretende ser racional,
ornamentado con metéaforas, transformando un posible concepto
profundo en un concepto misterioso, es decir, transformando
ciencia en fabula. En uno de los libros de musicologia tradicional
mas ambiciosos, los discursos de las partes importantes se basan
en un listado casi infinito de referencias externas.

Afortunadamente, el cubo topografico ofrece una herramienta
compleja que puede proporcionar profundidad del tipo del que se
cuenta en la Matematica. Por lo tanto, la Musicologia debe de
tener ante todo, libre acceso a la complejidad encapsulada: no es
posible cultivar regiones del conocimiento privado e inaccesible.

Uno de los propositos de la Teoria Matematica de la Musica es la
de establecer dicho marco conceptual estable, definiendo los
conceptos en una forma precisa. Sin embargo, no trataremos con la
realidad completa de la Mdasica, tal y como aparece en los
contextos psicoldgicos, fisiologicos, sociales, religiosos o
politicos. Veamos a continuacion las actividades fundamentales
relacionadas con la Musica y luego su fundamento en campos
cientificos de investigacion establecidos.

La Musica tradicionalmente descansa en una conexion fuerte entre
facticidad artistica y reflexion intelectual. En muchas ciencias y
aun artes, tal entrelazamiento es un aspecto exético, pero la
musicologia tiene que tratar con ambas haciéndola un caso muy
especial. Las cuatro actividades relacionadas con la Musica son:
produccion, recepcion, documentacion y comunicacion. Las
podemos visualizar en una figura de tetraedro y por supuesto, no
es la Unica clasificacion posible, pero son suficientemente grandes
para mostrar la inmensa variedad de perspectivas cuando tratamos
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con la Musica. Cada actividad tiene una importancia de por si pero
es cuando estan juntas que son las necesarias para comprender el
fendmeno musical.

Los dominios fundamentales cientificos requeridos para relacionar
las actividades descritas incluyen la Semidtica, la Fisica, la
Matematica y la Psicologia. Definiremos provisionalmente a la
Musica como un sistema de signos, compuestos de formas
complejas, que pueden ser representados por sonidos fisicos y que
de esta manera median entre contenidos mentales y psiquicos. Asi,
se recurre a la Semidtica. Para describir estas formas la
Matematica es el lenguaje adecuado. Para representar estas formas
en el nivel fisico, la Fisica es indispensable y para entender el
contenido psiquico, la Psicologia es la ciencia requerida. De
ninguna forma se pretende crear un esquema reduccionista de la
realidad musical, sino que se busca ubicar a la Musicologia en el
mismo lugar que ocupa cualquier area de investigacion, sea de las
Ciencias Naturales o de las Humanidades, y acabar con el aura de
misticismo y la fuerte recurrencia a la subjetividad que, en lo
tocante a nuestro tema, se invocan con frecuencia. Tenemos una
representacion mediante el tetraedro imaginario anterior para
visualizar en forma sindptica la situacién general donde puede
contestarse la pregunta: ;de qué se trata la Musica?

Es fundamental enfatizar que, mientras quien emplee métodos
matematicos, l6gicos o computacionales en la Musica no tiene que
ser docto en la Filosofia de la Mdsica, si es necesario que tenga
una orientacién dentro de la compleja ontologia de este arte. Tanto
en la Mdsica como en otras areas del conocimiento se ha
atestiguado como la precision de la Matematica, mas un
conocimiento deficiente acerca de la ontologia del area de
aplicacion, provoca un dogmatismo; injustamente, se le suele
responsabilizar a la Matematica por este problema, y no cuestionar
la falta de capacidad de hacer nexos de quien la aplica.

La Teoria Matematica de la Musica ofrece un modelo ontolégico
con un caracter flexible y abierto a modificaciones. Se intenta
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aportar un "sistema" de coordenadas para localizar problemas
dentro del proceso de hacer Musicologia. Se propone desde un
principio formular un sistema tridimensional que nos permita decir
donde vive el concepto de la Musica, y qué se conoce como
Topografia de la Musica. Las coordenadas son:

1) Realidad,;
2) Comunicacion;
3) Semiosis.

VVeamos estas coordenadas con un poco mas de detalle.

1) La realidad de la Mdsica es fisica, psicoldgica y mental. En el
nivel fisico se trata de un fendmeno acustico, en tanto en su nivel
mental se trata de la partitura como una abstraccién. Como
realidad psiquica, la Musica expresa los estados emocionales de
sus creadores y afecta emocionalmente al escucha.

2) La comunicacion de la Mdsica pasa por tres instancias: el nivel
del creador, o lo que se conoce como la poiesis, seguido por el
nivel neutral que es la obra en si. El nivel estético del escucha es la
instancia que percibe al ser interpretada una obra. Desde el
momento en que una obra musical es creada, la existencia del
creador es fija; en cambio, el nimero de escuchas e intérpretes
crece constantemente.

3) Como la Musica es uno de los sistema no-linguisticos mas
desarrollados de signos, la Semiosis juega un papel en la ubicacion
de su ontologia. Se enfatiza que la Mdsica no se interpreta como
un tipo de lenguaje; al contrario, se sefiala que hay diferencias
significativas entre un sistema musical y uno lingdistico. Sin
embargo, se describe la Semidtica de la Musica desde la
perspectiva de la Semiologia Estructuralista de Roland Barthes
como una generalizacion de la teoria lingiistica de Ferdinand de
Saussure. Para no desviarnos del propoésito de este esbozo, no
podremos ahondar en este aspecto tan interesante. Solo
mencionaremos que un sistema es semiotico si se articula segun

48



una estratificacion fundamental de signos en su significante,
significacion y significado, donde el significante (los morfemas, o
sea, la minima forma significativa) llega a lo profundo del
mensaje, el significado, por medio de las relaciones de la
significacion.

Todo lo anterior sefiala que una ubicacion ontoldgica de la Musica
puede interpretarse como un punto en un cubo tridimensional
generado por los ejes de realidad, comunicacién y semiosis, cada
uno, a su vez, articulado en tres valores:

realidad : fisica, psiquica, mental;
comunicacion : creador, obra, escucha;
semiosis : significante, significacion, significado

Asi es, muy brevemente, como tenemos el cubo topografico de la
ontologia musical, que consiste en un conjunto de 33=27 posibles
ubicaciones topograficas como puntos. Pero cualquier objeto
general puede ubicarse en cualquier subconjunto del cubo, y los 27
puntos son solo ubicaciones elementales, a partir las cuales se
componen ontologias mas complejas.

Mazzola resume contundentemente lo expuesto: "Es equivocado
creer que la Masica es un asunto especial de la ciencia porque se
trata de objetos que apuntan a un estrato no mental de la realidad.
La Psicologia, por ejemplo, estudia emociones, la Fisica estudia
particulas elementales. Todos estos objetos comparten aspectos
que trascienden la conceptualizacion humana. Pero podemos
concebirlos en un sistema cognoscitivo y modelar su
comportamiento con un éxito impresionante para nuestra
capacidad de comprension. La Mdsica no es ni mas ni menos
accesible que la Fisica. Pero tenemos que establecer un sofisticado
sistema de signos para poder aprehender su significado; el
lenguaje comin no es la herramienta para el espacio conceptual de
la Musica.”
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A fines del 2002 aparecio publicado el més reciente libro de
Guerino Mazzola, del cual tengo el honor de ser uno de los
colaboradores. Podemos apreciar que el mismo titulo de la obra,
“The Topos of Music”, [ToM] posee un doble sentido. Por un lado
estd la palabra griega topos, que significa lugar y que sugiere la
ubicacion del concepto de la Masica como un tdpico, en el sentido
de Avristételes y Kant. Por otro lado, se hace referencia a la teoria
matematica Topos que sirve para reflejar el sistema de signos
musicales, esto es, la Musica en su faceta de un sistema abstracto
cuya estructura puede permanecer escondida sin un marco
adecuado de comprension. Este doble significado expresa, de
hecho, la intencién de unificar una profundizacion filosofica con la
precision de la Matemaética, en torno a la Musicologia. La Musica
estd enraizada con realidades fisicas, psicologicas y semioticas.
Pero la descripcién formal de las instancias musicales corresponde
al formalismo matematico.

La Teoria Matematica de la Musica esta basada en las Teorias de
Modulos y Categorias, en la Topologia Algebraica y Combina-
toria, en la Geometria Algebraica y Teoria de Representaciones,
entre otras. Su propdsito es el de describir las estructuras
musicales. La filosofia detrds de ella es la de comprender los
aspectos de la Musica que estan sujetos al raciocinio de la misma
manera en que la Fisica puede hacerlo de los fendmenos propios
del trabajo cientifico.

Esta teoria estd basada: en un lenguaje adecuado para manejar los
conceptos relevantes de las estructuras musicales, en un conjunto
de postulados o teoremas con respecto a las estructuras musicales
sujetas a las condiciones definidas y, en la funcionalidad para la
composicién y el analisis con o sin computadora.

Mazzola, en un magnifico articulo panoramico, "Towards Big
Science"” cita los elementos de Pierre Boulez de un programa de
los afios sesenta que tiene la intencion de que las artes y la ciencia
se reconcilien. (Yo diria que los artistas y los cientificos). Con este
postulado, la invocacion de Boulez acerca de la "real imaginacion™
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solamente puede ser concebida mediante la realizacion virtual
(esencial) del sistema complejo tedrico y practico de la Musica, de
sus sonidos y relaciones mediante la tecnologia informatica de
hoy.

La Mdsica es una creacion central de la vida y pensamiento del ser
humano. Que actia en otra capa de la realidad que la Fisica.
Creemos que el intento de comprender o de componer una obra de
gran envergadura en la Musica es tan importante y dificil como el
intento de unificar la gravitacion, el electromagnetismo, las fuerzas
débiles y fuertes. De seguro, las ambiciones son comparables, y
por lo tanto, las herramientas deben de ser comparables.

Mazzola concuerda con Boulez acerca de que "la Mdsica no puede
degenerar o reducirse a una seccion de la Matematica: la Musica
estd fundamentalmente enraizada con las realidades fisicas,
psicologicas y semidticas. Pero requerimos mas métodos
sofisticados ademas de los datos empiricos y estadisticos para
describir formalmente las instancias musicales.

En los afios ochenta, Mazzola observé que las estructuras
musicales son estructuras globales pegadas con datos locales.
Mazzola utiliz6 la seleccion de una cubierta como atlas, la cual es
parte del punto de vista en el sentido de Yoneda y Adorno. Las
cartas se Illaman composiciones locales y consisten (vagamente) de
subconjuntos finitos K de modulos M sobre un anillo R. Estas
cartas K se pegan y comparan mediante isomorfismos de los
modulos subyacentes. Tales objetos globales, los cuales generan
diferentes categorias se llaman composiciones globales. Estos son
los conceptos estudiados en lo que ahora se conoce como la Teoria
Matemaética Clasica de la Musica.
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Guerino Mazzola y Emilio Lluis

Mazzola menciona tres paradigmas mayores de la Matematica y
Musicologia que han ocurrido durante los 150 afios que han sido
paralelos en la evolucion de ambas y la creciente presencia de la
Matematica en la Musica. Estos son: las estructuras globales, las
simetrias y la Filosofia de Yoneda.

La primera quiere decir, en palabras, que las estructuras
localmente triviales se pueden juntar en configuraciones estéticas
validas si éstas se pegan de una manera no trivial.

La segunda, las simetrias y (los fractales) son utilizadas en la
composicion, aparecen también en la Naturaleza y en la
Matematica juegan un papel crucial como también en la Fisica.

En cuanto a la tercera: la Filosofia de Yoneda, en palabras dice
que, para comprender un objeto, de vueltas alrededor de él. Esto
quiere decir, entendimiento mediante el cambio de perspectivas.
En Matematica, este Lema de Yoneda tiene importantes
aplicaciones en el Algebra Homoldgica, en la Topologia
Algebraica y en Geometria Algebraica solamente para mencionar
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algunas. Dice que un objeto matematico puede clasificarse salvo
isomorfismo por su funtor. En Musica, la partitura es solamente su
primera vista y junto con todas sus interpretaciones constituyen su
identidad. jQuée maravilloso punto de vista para ambos intérprete y
audiencia! Deja de lado la estéril competencia fuera del arte y la
ciencia (como si éstas fueran juegos olimpicos).

Recientemente, en su articulo "Status Quo 2000", (el cual hemos
apreciado mucho que fuese presentado en México durante una
exposicion plenaria espléndida en Saltillo hace siete afos), explica
porqué el acercamiento mediante su modelo teérico geométrico de
ese tiempo evoluciond a un marco que es apropiado para muchos
problemas musicales. Este nuevo marco estd basado en
Matematica mas sofisticada como la Teoria de Topos.

Abro un paréntesis para mencionar un poco acerca de la Teoria de
Topos. Siguiendo la inmejorable y bella introduccion de Mac
Lane-Moerdijk de su libro sobre Gavillas en Geometria y Logica
[M-M], el aspecto mas sobresaliente de la Teoria de Topos es el de
unificar dos (aparente y completamente distantes) campos de la
Matematica: por un lado la Topologia y la Geometria Algebraica y
por otro, la Logicay la Teoria de Conjuntos.

Un topos puede considerarse como un "espacio generalizado” y a
la vez como un "universo generalizado de conjuntos”. Esto surgi6
en 1963 independientemente, de los trabajos de Grothendieck
(reformulacion de la Teoria de Gavillas para Geometria
Algebraica), de Lawvere (en su busqueda por axiomatizar la
categoria de conjuntos), y de Paul Cohen (en el uso del "forcing"
para nuevos modelos de la teoria de conjuntos de Zermelo-
Fraenkel).

Vagamente, una gavilla de grupos abelianos A sobre un espacio
topolégico X es una familia de grupos abelianos Ay,
parametrizados por los puntos x en X de una manera "continua”
adecuada.
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Para Grothendieck, la Topologia se convirtié en el estudio de (la
cohomologia de) gavillas, y las gavillas "situadas” en una
topologia de Grothendieck dada forman un topos, Ilamado “topos
de Grothendieck”. Las categorias (1945) y los funtores adjuntos
(1957) entre ellas, son el lenguaje para entender la Teoria de
Topos. Una referencia para los conceptos de categoria, funtor,
transformacion natural y de adjunto izquierdo es nuestro libro
sobre Algebra Homoldgica [LL1] y [LL1a].

Las categorias, inicialmente una manera adecuada para formular
sucesiones exactas, la "caza de elementos en diagramas" y la
homologia axiomatica para la topologia, adquirieron vida
independiente.

En 1963 Lawvere se propuso establecer un fundamento puramente
categorico de toda la Matematica, comenzando con una
axiomatizacion apropiada de la categoria de conjuntos,
reemplazando el concepto de pertenencia con el de composicion
de funciones.

Casi al mismo tiempo, Tierney observO que el trabajo de
Grothendieck podia conducir a una axiomatizacion del estudio de
gavillas. Después, trabajando juntos lograron una axiomatizacién
efectiva de las categorias de gavillas de conjuntos (y en particular
de la categoria de conjuntos) via una formulacion apropiada de las
propiedades del tipo de los conjuntos.

Asi definieron, de una manera elemental, sin suposiciones acerca
de los conjuntos, el concepto de topos elemental. La definicién
original se transformd en una axiomatizacién de una hermosa y
asombrosa simplicidad: un topos elemental es una categoria con
limites finitos, objetos funcién Y X (definidos como adjuntos) para
cualesquiera dos conjuntos X,Y, y un objeto potencia P(X) para
cada objeto X; se requieren que cumplan ciertas axiomas basicos.
Invitamos al lector a adentrarse en este maravilloso tema en el
libro [M-M].
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Con respecto a la Interpretacion, Mazzola comenta en sus articulos
que, "la Musica ha sido estudiada desde el punto de vista de la
Estética y la Psico-Fisioldgia”. Trabajo en desarrollar una Teoria
de la Interpretacion que describe las estructuras y procesos que
definen una interpretacion, "aquella que sin las herramientas
adecuadas, la Teoria de la Interpretacion permanecerd” (y me
encanta esta frase) “como una rama de la Literatura en el espiritu
de la Critica Musical”. Pero con esta posibilidad de exhibir
variedades algebraicas gramaticales tiene una consecuencia
profunda para el problema de la clasificacion de interpretaciones.
Asi, el criticismo comparativo se convierte en un campo preciso de
investigacion y no mas un sector de la literatura comun.

Recientemente, Mazzola produjo una clasificacion de objetos
musicales, esto es, "existe un esquema algebraico cuyos puntos
racionales representan ciertas clases de isomorfismo de
composiciones globales”. "Clasificar quiere decir la tarea de
comprender totalmente un objeto. Esto es el Lema de Yoneda en
su completa implicacion filoséfica™. EI comprender obras de arte
quiere decir, sintetizar todas sus perspectivas interpretativas.

Veamos lo que es un Denotador de una manera informal. El
material que expongo a continuacién es tomado del libro de G.
Mazzola [Mazz] y de la Tesis de Maestria de mi alumna Mariana
Montiel [M] quien desarrollé y cre6 algunos aspectos de esta
teoria en colaboracion con G. Mazzola.

Un aspecto de motivacion fundamental para el desarrollo del
concepto matematico llamado Denotador, es la navegacion, el cual
esbozo brevemente a continuacion.

El conocimiento consiste en dos elementos fundamentales:
informacidn y organizacion mental. La informacion sola, sin un
sistema de "coordenadas™ que permita ubicarla y recogerla cuando
sea necesario, no es conocimiento. Por este motivo, el paradigma
de la informacion puramente digital, Z, ({0,1}, "off" y "on", etc.)
nada tiene que ver con el conocimiento. Es asi que se precisa de un
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sistema de conceptos que provea un método completo de
"navegacion” y que funcione en un espacio de conceptos
exhaustivo. El problema estriba en como realizar una arquitectura
tal de conceptos sin perder rigor y confiabilidad. EI Denotador
pretende ser la solucién a este planteamiento.

El espacio del conocimiento enciclopédico=Encicloespacio se
plantea como la actualizacion del concepto tradicional de
enciclopedia (del griego enkyklos paidea=ensefianza en circulo),
originalmente desarrollado por Diderot y D'Alembert en el Siglo
de las Luces. Con el advenimiento de la computadora personal,
esta actualizacion exige un dinamismo en la estructuracion de
datos en el espacio-tiempo, en contraposicion al contexto estatico
de antes, asi como una relacion interactiva con esta estructuracion
de informacién. Asimismo, el orden alfabético de la enciclopedia
clasica, adecuada para sus volumenes de textos, se generaliza a la
orientacion que impone la navegacion (de "navigare" y este de
"navis"=nave y "agere"=agitar, originalmente una actitud activa y
no pasiva). En este sentido, el orden alfabético, adecuado para la
enciclopedia de la sala, tiene que ser complementado por 6rdenes
relacionados con presentaciones de datos que no son textos
(espacios geométricos, colecciones de conjuntos, etc.).

La navegacion tiene dos vertientes: navegacion receptiva, mas
apegada a la enciclopedia clasica, en el que el enciclo-espacio no
se modifica, y navegacién productiva, donde hay interaccion con
el Encicloespacio y se agrega conocimiento al ya existente.

Hay tres caracteristicas de la enciclopedia que son, realmente,
principios de la tipologia de formatos universales de datos: unidad,
completez y discursividad. A cada uno de estos principios hay un
aspecto que le corresponde al Denotador. La unidad en la creacion
de conceptos se realiza por medio de construcciones recursivas; la
completez se logra por la ramificacion extensiva de estas
construcciones y la discursividad se tiene por la libre construccién
y recombinacion de denotadores. En contraposicion a los sistemas
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comunes de bases de datos, en el trabajo con denotadores no hay
ningun conjunto fijo de posibles construcciones.

El concepto Ilamado “Denotador” permite describir los objetos
musicales. Los Denotadores estan concebidos de acuerdo con los
criterios de navegacion en el Encicloespacio y por lo tanto se usa
la metodologia de navegacion, incluyendo la navegacion
matematica. La fundamentacion filosofica de este concepto asi
como su formalizacién estd fuera de los alcances de este articulo
invitando al lector a leer el libro de Mazzola.

Existe la Teoria Enumerativa la cual es un acercamiento
cuantitativo a la clasificacion de composiciones locales via
acciones de grupos de permutaciones. El trabajo principal en esta
area es de Harald Fripertinger. Esta teoria trata de contar las
Orbitas de acciones de grupos finitos en conjuntos finitos. Estos
conjuntos representan objetos particulares especiales, es decir,
acordes, particiones de conjuntos de clase de notas o de altura,
motivos, sucesiones de 12 notas etc. Los grupos consisten de
transformaciones musicales interesantes tales como la
transposicion y la inversion.

Harald Fripertinger y Emilio Lluis
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Se tiene un teorema de H. Fripertinger donde muestra en particular
las clases de 72-elementos 2 230 741 522 540 743 033 415 296
821 609 381 912 = 2.23....(10)* lo cual indica que todavia hay
motivos para ser introducidos en la composicion musical.

La mausica pertenece a los humanos y no aparece ya como una
revelacion de las divinidades de cualquier sabor. También, esta
renovacion se debe al inmenso arsenal de informacion y tecnologia
comunicativa donde la informacion se convierte en algo muy
accesible y la carencia de precision es de inmediato sefialada. Esta
situacion da lugar a una nueva y fundamental manera de entender
el conocimiento humano.

El conocimiento estd actualizandose y extendiéndose constante-
mente y en el cual navegamos y experimentamos con un espiritu
de espacio-tiempo dinamico. Ahora tenemos nuevos paradigmas
en Musicologia. Recordemos el experimento de Galileo acerca de
la velocidad instantanea. Su acercamiento fue esencialmente bajo
observacion 'y medicion y no en reflexiones abstractas
especulativas. Su punto clave fue el de pasar del encapsulado
especulativo de Oresme y los cientificos medievales a
accesibilidad "haciendo ciencia" con el método operacional:
pensar haciendo. Este episodio tiene un analogo musicologico:
velocidad en fisica con tiempo musical solamente que 500 afios
después.

Esto coloca a la Fisica y la Musicologia en forma paralela donde
hoy, musicos activos y matematicos entre otros, estan al borde de
lo explicito dejando las especulaciones irrelevantes donde
corresponde. Se estan dejando atras las dltimas retoricas vacias. La
revolucion de Galileo fue la respuesta a la supuesta profundidad
del discurso retorico.

Si consideramos los universos creados por el hombre tales como la
Matematica y la Musica podremos ver que el universo interno de
ellas no es menos complicado e incontrolable que la naturaleza
externa. Una pieza de naturaleza incontrolable, dada su riqueza de
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creacion tal como la increible complejidad a partir de un germen
que implica procesos combinatorios, estrategias de interpretacion,
estratificacion semidtica, etc. como el Arte de la Fuga de Bach, no
es fundamentalmente diferente de una supernova en el espacio
interestelar. Estamos actualmente viviendo un cambio tan radical
en la Musicologia como el que se experimentd en la Fisica hace
500 afos. jEs un momento maravilloso!
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CAPITULO III

Matematica en la Naturaleza

En los ultimos afios, un amplio rango de estructuras complejas de
interés para los cientificos, ingenieros y médicos ha sido
caracterizado cualitativamente usando la idea de una dimensién
fractal: una dimension que corresponde de una manera Unica a la
forma geométrica que se estudia, y que con frecuencia no es un
entero.

La clave para este progreso es el reconocimiento de que muchas
estructuras aleatorias obedecen tanto a una simetria como a un
encogimiento dados por estructuras regulares. Esta "simetria a
escala” tiene la implicacion de que los objetos parecen el mismo
en muchas escalas de observacion diferentes.

Los no especialistas también estan algo familiarizados con los
objetos fractales. Todos hemos visto objetos fractales,
probablemente en la nifiez. Quiza hayamos visto los cristales de la
nieve que tienen el mismo patrén, o quizas hayamos observado
con detenimiento algunos arboles y hayamos visto que cada rama
es similar a todo el arbol. De hecho para "ver" cualquier cosa
—fractal o no— requerimos que las células nerviosas en la retina
del ojo envien una sefial, y estas células nerviosas de la retina son
objetos fractales.

Muchos patrones de la naturaleza son tan irregulares y
fragmentados que exhiben muchos niveles de complejidad vistos
con la geometria usual, a la cual de ahora en adelante llamaremos
Euclidiana.
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La existencia de estos patrones nos reta a estudiar esas formas que
con la geometria usual parecen ser sin forma, es decir a investigar
la morfologia de lo "amorfo".

Respondiendo a este reto Mandelbrot concibié y desarrolld una
nueva geometria de la naturaleza e implemento su uso en diversos
campos. Esta geometria describe muchos de los patrones
irregulares y fragmentados que nos rodean, y nos llevan a nuevas
teorias, identificando una familia de formas que les llamo
fractales. Los fractales mas utiles involucran una probabilidad
estadistica tanto de sus regularidades como irregularidades.
También las formas descritas aqui pueden escalarse (es decir,
amplificarse o reducirse), implicando que el grado de sus
irregularidades y/o fragmentacion es el mismo en todas las escalas.

Un fractal es una forma geométrica que es compleja y detallada en
estructura en cualquier nivel de amplificacion. Con frecuencia los
fractales son autosimilares, es decir, tienen la propiedad de que
cada porcion pequefia del fractal puede verse como una réplica
reducida del entero.

El nombre de fractal lo tom6é Mandelbrot del adjetivo en latin
"fractus", que proviene del verbo "frangere” que significa romper,
crear fragmentos irregulares, por lo que este nombre es apropiado
para nuestras necesidades, ya que, ademas de fragmentar (como en
las palabras fraccién o refraccion) "fractus" también significa
irregular.

Algunos objetos fractales son curvas o superficies, otros son
polvos disconexos, y aun otros son cuerpos de formas horribles
gue no estan en buenos términos ni con las ciencias ni con las
artes.

Muchas de estas ilustraciones son de formas que nunca se habian

considerado, pero otras representan construcciones conocidas con
anterioridad.
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Mientras que la geometria fractal se inicié en 1975, muchas de sus
herramientas y conceptos se habian desarrollado con anterioridad
por diversas razones diferentes a las de Mandelbrot.

"Fractal" es una palabra en la cual esta subyacente una inmensa
clase de objetos, que han jugado un papel histérico en el desarrollo
de las matematicas puras. Una gran revolucion de ideas separa a
las matematicas del siglo XIX de las matematicas modernas del
siglo XX. La matematica clasica tiene sus raices en las estructuras
geométricas (de Euclides) regulares y la dinamica continua de
Newton. Las matematicas modernas empiezan con la Teoria de
Conjuntos de Cantor y la curva de Peano que llena el espacio.
Histéricamente la revolucion fue forzada por el descubrimiento de
estructuras que no encajaban en los patrones de Euclides y
Newton. Estas estructuras fueron pensadas como “patolégicas”,
como una galeria de monstruos, emparentadas con la pintura
cubista y la musica atonal que fueron las bases para establecer
estandares de gusto en las artes al mismo tiempo. Los matematicos
que crearon a esos monstruos son recordados como importantes ya
que mostraron al mundo que las matematicas puras contienen una
riqueza de posibilidades que va mas alla de las estructuras simples
que veian en la naturaleza. Las matematicas del siglo XX
florecieron en la creencia de que habian trascendido
completamente las limitaciones impuestas por sus origenes
naturales.

La naturaleza le ha jugado una broma a los matematicos. Los
matematicos del siglo XIX pudieron haber tenido mucha
imaginacion, pero la naturaleza tiene mas. Las mismas estructuras
patoldgicas que los matematicos inventaron para romper la pérdida
del naturalismo del siglo XIX se convirtieron en objetos familiares
alrededor de nosotros. Asi, hemos confirmado la observacion de
Blaise Pascal, que establece que la imaginacion es rebasada por la
naturaleza.

La geometria fractal no es una aplicacion directa de las
matematicas del siglo XX. Es una nueva rama que naci6 con la
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crisis que surgié en 1875 cuando duBois Reymond reporté que
Weirstrass habia construido una funcion continua no diferenciable,
la crisis dur6 aproximadamente hasta 1925, teniendo como actores
principales a Cantor, Peano, Lebesgue y Hausdorff. Estos nombres
al igual que Besicovitch, Bolzano, Cesaro, Koch, Osgood,
Sierpinski y Urysohn, no se encuentran en el estudio empirico de
la naturaleza, pero el trabajo de estos gigantes ha trascendido.

En 1872 Weierstrass establecid la existencia de curvas continuas
sin tangente. El hizo la funcién y = Za” cosb"x donde0<a<l1,

b es un entero impar y ab >1+2n(1— a). La Gltima condicion se

debe a Bromwich. Después de la de Weierstrass, otras funciones
continuas sin derivada o cuya derivada existe raramente fueron
construidas. Por ejemplo, Hardy quién produjo un analisis
profundo de la funcion de Weierstrass mostro que la funcién de

. 1 . .
Riemann zjsen n®zx no admite derivadas para cada valor
n

irracional de x.

La conmocion que provocaron las funciones sin derivada llevo a
Hermite para escribir esto en su carta del 20 de mayo de 1893 a
Stieltjies: “me alejo con miedo y horror de esta plaga miserable de
las funciones continuas que no tienen derivadas...” Un pequefio
reproche comparado con la reaccién de Poincaré acerca de estos
asuntos: “Cuando uno inventaba una nueva funcion, estaba en
vista de alguna meta conveniente; ahora se inventan
intencionalmente para poner los defectos de los razonamientos de
nuestros padres”. Poincaré dice una verdad, pero no dice toda la
verdad. Poincaré nos pregunta sobre la utilidad de las funciones
derivables en ningun punto. La mejor respuesta a esta pregunta es
mirar la naturaleza muy atentamente.

Ahora se sabe que el movimiento browniano es el movimiento de
particulas en suspension observada por Brown en 1827, estd
limitado intimamente a la ecuacion del calor, a los procesos de
difusion y los movimientos desorganizados de gases. Desde el
principio del siglo XX, después del famoso articulo de Einstein de
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1905, Annalen der Physik, se han convencido los fisicos de la
irregularidad muy grande de trayectorias de particulas pequefias en
el momento de una difusién. Detengdmonos a mirar una
simulacion del movimiento browniano para notar este fenomeno.
La simulacién se ha reproducido después de 100000 observaciones
separadas por 10 segundos.

En 1933, Paley, Wiener y Zygmund les dieron razon
completamente a estos fisicos: sobre la trayectoria de un
movimiento browniano, B), no es derivable en cada uno de sus
puntos. Después de esto, Levy expuso la geometria irregular de las
trayectorias de un movimiento browniano en la recta o el plano.
De nuevo hoy el estudio local de movimiento browniano es un
objeto de estudio.

En las décadas que siguieron el descubrimiento de Weierstrass,
algunos curvas notables se han imaginado. Lo que estas tienen en
comun, es que desafian la intuicion y no admiten una tangente para
la mayoria de sus puntos. Asi es como Peano (1890) se propuso
llenar el interior de un cuadrado por el trazado de s6lo una curva
continua, fue toda una sorpresa. Hilbert (1891), Sierpinski (1912)
lograron el objetivo de Peano. Después de la paradoja de Peano,
Osgood tuvo éxito al crear una curva simple continua del plano
cuya medida plana es positiva. Sierpinski tenia una imaginacién
fecunda y concibidé dos curvas; una es una curva en la que todos
sus puntos son de ramificacion, la otra es capaz aceptar la imagen
homeomorfa de cualquier parte compacta del plano cuyo interior
sea vacio. Si estas dos curvas son un tipo inusual, todas las otras
curvas de las que nosotros discutiremos serdn algunas curvas
paramétricas continuas.

Presentamos ahora un modelo de construccion de una curva sin
tangentes. Primero describiremos lo que es una transformacion
elemental de Koch. Sean L, una linea poligonal formada por m +1
puntos del plano Po, P1, ..., Pm, un entero d y Ty Ty, ..., Tqg
transformaciones lineales, que tienen la propiedad que su suma da
el operador-identidad I. Construyamos entonces la linea poligonal
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L; formada de md+1 wvértices Qo Qi, .., Omg donde
Qisj =P +S;(P,,—PF),0<i<m, 0<j<d considerando que

S,=0, S, = ZiﬂTk . Todos los vertices de Lo son vértices de L,

i+l

y cada uno de lados de L, ha sido reemplazado por d lados.

Uno puede repetir la transformacion elemental de Koch cond y los
mismos operadores lineales T; para conseguir L, a partir de la linea
L, y después para conseguir Ls, Ly, etc. Cuando k aumenta, los
vértices de Ly estan en expansion. Produzcamos la parametrizacion
de la porcion de la curva que se extiende deP, a P,,;.

(X(t)’ y(t)): P+S;(V)+S;(T(V)+ Sk((Tj+l(Ti+1(\/)))+

donde t esunnimerorealy V =P, —P,.

Diremos que hemos construido una curva de Koch de grado d. En
general, tiene esta propiedad notable de no admitir una tangente en
todos sus vértices. Veamos que este modelo incluye varias
construcciones conocidas. La curva que Peano propuso, en 1890,
se inicia con la diagonal del cuadrado unitario, L, =(0,0),(1,1) y
con la ayuda de 9 operadores lineales: 1/3, R/3, 1/3, —R/3,
—1/3, —R/3, 1/3, R/3 e 1/3donde R es la rotacién de 90
grados e | es la identidad. Esté curva es de grado 9.

Por otro lado, Koch en 1904 propuso una construccion geométrica
que se forma con 4 operadores lineales que dependen de un

parametro u, 1/4<u<1. Estos operadores son: K,"=ul,
1 1 1 1
PR PR
K," = . KM=
? 11 ’ 1 1 Y
- ju==  —-u u--— —-u
4 2 4 2

K," =ul. La curva de Koch parte de L,, el segmento de recta

que une a (0,0) con (1,0), y se obtienen sucesivamente las
transformaciones elementales de Koch con la ayuda de los
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operadores lineales K., K,", K," y K,". Si 1/4<u<12, la
curva limite es una curva simple que no tiene tangentes.

Si Lo esta formado por los tres lados de un triangulo equilatero
. : : 1
orientado negativamente y si uno guarda el valor u= 3 la curva
final es una curva simple cerrada con la apariencia de un copo de
nieve. Si Lo es el segmento unitario del eje de abscisas y si u= 5>

la curva de Koch es entonces una curva continua que llena el
triangulo rectangulo isosceles cuya hipotenusa es precisamente L.

Uno puede modificar la construccion de Koch para conseguir una
curva de Osgood que es muy explicito. Lo es un segmento unitario

. . . 1 (1\™ .
del eje de abscisas. Uno obtiene u,, = 2—(2j . Por recurrencia

sobre n, se construye la linea poligonal L, por medio de una
transformacion elemental de Koch a partir de L,.; y de los cuatro

operadores lineales k™, k,™, k,* yk,™ . La curva-limite es una

© 2
curva simple cuya area es i(HZunj =0.083---. En la
=1

literatura, uno encuentra pocos ejemplos explicitos de curvas de
Osgood. Uno de estos ejemplos se debe a Schreiber en 1968.
Algunos que los ejemplos menos explicitos son proporcionados
por Gelbaum y Olmsted.

¢El tema de curvas sin tangentes es una pura fantasia matematica?
Yo diria que no, porque las curvas sin tangentes se presentan
espontaneamente en ciertas investigaciones. A esta consideracion,
Poincaré fue precursor en el estudio de los grupos de Klein y alli
observo la presencia de curvas sin tangentes, esto en 1884. De la
misma manera, Fatou y Julia en sus trabajos sobre la iteracion de
funciones racionales establecieron que los dominios invariantes
del plano complejo para una funcion racional admiten en la
mayoria de casos una frontera salvaje.
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Después de algunas décadas, las curvas sin tangentes forman parte
de un grupo mas grande de objetos, objetos fractales donde la
dimension fraccionaria de Hausdorff se entiende entre uno y dos
en el plano y entre uno y tres en el espacio. Cientificos de
disciplinas variadas llevaron su atencion en las aplicaciones
potenciales de los objetos fractales, para la textura de materiales,
para la estructura de materia, para la forma de proteinas o litorales,
para la geometria de turbulencias, en el estudio del pulmon, en el
analisis de ruidos o imagenes, en medidas en geografia o al
microscopio,...

Ademas la geometria fractal revela que algunos de los capitulos
mas austeros de la matematica tienen una cara escondida: un
mundo de belleza pléstica insospechada hasta ahora.

Los conjuntos fractales se definen de una manera rigurosa (como
todo en matematicas), pero la expresion "fractal natural”
designard un patron natural que usualmente representaremos con
un conjunto fractal. Por ejemplo, las curvas Brownianas son
conjuntos fractales, y el movimiento browniano (en fisica) es un
fractal natural.

AX¥X

Construccion del copo de nieve

Un ejemplo de un fractal es el copo de nieve construido tomando
un tridngulo equilatero y erigiendo tridngulos equilateros mas
pequefios en el tercio de en medio de los lados de manera
progresiva. Tedricamente, el resultado debe ser una figura de area
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finita pero con perimetro de longitud infinita, el cual consiste de
un namero infinito de vértices. En términos matematicos, esta
curva (el perimetro de la figura) no puede ser diferenciable en
cualquiera de sus puntos. Es decir, de manera intuitiva que la
curva no es suave.

En geometria utilizamos la palabra dimension para decir cuantos
parametros necesitamos para medir un objeto. Asi, para medir una
curva, sélo necesitamos un pardmetro, que es la longitud; para
medir un area necesitamos dos parametros (largo y ancho, o radio
y angulo); para medir un volumen necesitamos tres parametros
(largo, ancho y alto).

<
-

Ml

Una curva tiene dimension euclidiana 1, mientras que una
superficie y un cuerpo con volumen tienen dimension
euclidiana 2 y 3 respectivamente.

Mandelbrot adoptd una definicion mas abstracta de dimension que
la usada en geometria Euclidiana, diciendo que la dimensién de un
fractal debe usarse como un exponente cuando se mide su tamafio.
El resultado es que un fractal no puede considerarse que tiene
dimension uno, dos o cualquier otro numero entero, sino un
namero fraccionario. El fractal de la curva del copo de nieve tiene
una dimensién de 1.2618. El concepto de dimension fractal juega
un papel importante en las investigaciones sobre fractales.
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La geometria fractal no es solo un desarrollo abstracto. La linea
costera, si se mide hasta su mas pequefia irregularidad, podria
tender a una longitud infinita al igual que el copo de nieve.
Mandelbrot ha sugerido que montafias, nubes, agregados,
conglomerados de galaxias y otros fendmenos naturales son
también fractales en la naturaleza, y la aplicacion de la geometria
fractal en las ciencias se ha vuelto un campo de investigacion en
expansion. Ademas la belleza de los fractales los ha convertido en
un elemento clave en las graficas por computadora. Los fractales
también han sido utilizados para comprimir imégenes en
computadora tanto fijas como de video. En 1987 Michael F.
Barnsley descubrié la transformada fractal la cual detecta
automaticamente codigos fractales de imagenes del mundo real
(fotografias digitalizadas). Este descubrimiento es el que llevo a la
compresion de imagenes fractales, usadas en gran variedad de
aplicaciones de multimedia y otras aplicaciones basadas en
imagenes de computadora.

Los fractales pueden ser de dos categorias, aleatorios y no
aleatorios. Los fractales en Fisica son aleatorios, pero es
instructivo primero entender algunos ejemplos de fractales no
aleatorios que han sido muy estudiados.

A

a b [«
generador etapa“ etapaz
=1, o =1 =2, p=3/4 |=4, P=8M16

Construccion del triangulo de Sierpinski.
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Empezaremos con el triangulo de Sierpinski. Simplemente
iteraremos (repetiremos) una regla de crecimiento, al igual que un
nifio puede armar un castillo con blogues. Nuestra unidad basica es
una figura triangular como la de la figura 1, la cual tomaremos
como unidad de masa M =1y longitud de los lados L =1.

El tridangulo de Sierpinski esta definido operacionalmente como un
"proceso de agregacion” obtenido por un sencillo proceso iterativo.
En la etapa uno, unimos bloques para crear la figura 1b la cual es
de masa M =3 y la longitud de los lados es L = 2. El efecto de la
etapa uno es producir una unidad con densidad menor. Si
definimos la densidad como

()= M) @
entonces la densidad disminuye de 1 a 3/4 como resultado de la
etapa uno. Ahora simplemente iteramos - es decir, repetimos esta
regla una y otra vez ad infinitum. Asi en la etapa dos ponemos
juntos tres de las estructuras de densidad 3/4 construidas en la
etapa uno, por lo que hemos construido un objeto con densidad

d(3/4)° En la etapa 3, unimos tres objetos construidos en la

etapa dos. Continuamos asi hasta que se acaben los bloques (si es
fisico) o hasta que la estructura sea infinita (si es matematico).

El resultado de la etapa cuatro —con 81 blogues negros y
27+36+48+64 blogues blancos— puede verse en los mosaicos del
piso de la iglesia en Anagni, Italia, la cual fue construida en el afio
1104. Aunque a este fractal le dio nombre en el siglo XX el
matematico polaco Sierpinski, fue conocido ocho siglos antes por
todo aquel que iba a la iglesia de esa localidad.
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Etapa 4 de la construccion del triangulo de Sierpinski, esta
figura puede verse en el piso de la iglesia de Anagni.

Fotografié del piso de la iglesia de Anagni.

Los habitantes de Anagni no tenian papel logaritmico para graficar
en el siglo XII. Si ellos hubieran tenido tal invento, entonces
podrian haber graficado la dependencia de d en L. Podrian haber
encontrado que:

e decrece mondtonamente con L, sin limite, asi que iterando el

numero suficiente de veces podemos obtener un objeto de
densidad tan pequefia como lo deseemos, y
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e decrece respecto a L de una manera predecible, decrece como
una funcién de potencias.

Ioglpy

le=giq) a
legiden 042
IegIBN D 0.2
legITFrEe) 0.37

logIB426E .48

a 0.3 047 a8l 0.69 logl

legiil  Iegl@  Iogl™  Iogkd  loglE

Gréfica de log L contra log M(L)

La funciones de potencias tienen la forma genérica y= Ax" vy,
como tal tiene dos parametros, la amplitud A y el exponente b. La
amplitud no es de interés intrinseco, porque depende de la eleccion
que hayamos hecho de las definiciones de M y L. El exponente,
por otro lado depende del proceso mismo, —es decir, de la regla
que hemos seguido para iterar—. Diferentes reglas nos llevan a
diferentes exponentes. En este ejemplo, d(L)= L°, asi que la
amplitud es unitaria. El exponente estd dado por la pendiente de la
recta de la grafica anterior,
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b = pendiente
_ (log1-1og(3/4))
logl—log?2
= log3 +2
log 2
Finalmente estamos listos para definir la dimension fractal d , , por
medio de la ecuacion

)

M(L)= AL" 3)

Si sustituimos (3) en (1), obtenemos

d(L)= AL (4)
comparando (2) y (4), concluimos que el triangulo de Sierpinski es
un objeto fractal con dimension

_ log3

d. =——~158 5
" og2 ©)

En la geometria clasica (Euclidiana) las formas regulares tienen
una dimensién al igual que los espacios donde las incluimos. Por
ejemplo: una linea tiene d =1 y un cuadrado d = 2. Diremos que
el tridngulo de Sierpinski tiene una dimension intermedia entre las
dimensiones de una linea y de un area —una dimension
"fraccionaria” —de ahi el término fractal.

Los sistemas reales en la naturaleza no se ensamblan como el piso
de la iglesia de Anagni, de hecho, los fractales no aleatorios no se
encuentran en la naturaleza. La naturaleza exhibe numerosos
ejemplos de objetos que no son fractales, pero si hacemos un
promedio estadistico de alguna propiedad tal como la densidad,
encontramos una cantidad que disminuye linealmente con la
longitud de la escala cuando graficamos en un papel logaritmico.
A tales objetos los denominamos fractales aleatorios, para
distinguirlos de los fractales geométricos no aleatorios como el
ejemplo de la anterior.
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Los métodos probabilisticos y estadisticos constituyen una base
solida para el andlisis de los sistemas naturales, sin embargo estos
métodos no sirven para caracterizar el patron de heterogeneidad de
un sistema natural. La geometria fractal promete ser la herramienta
necesaria para resolver este problema ademas de proporcionar
informacion acerca de los procesos que originaron la
heterogeneidad de un sistema dado.

Otra ventaja del uso de los parametros fractales para la descripcion
de la heterogeneidad de los sistemas naturales, consiste en la
posibilidad de describir no sélo las propiedades geométricas
estaticas de las estructuras fractales, sino también sus propiedades
dindmicas y sus interacciones con el medio exterior.

Para terminar, a continuacion presentamos algunos conjuntos y sus
dimensiones fractal D y topoldgica Dr,

Conjunto
Un punto
Un namero finito de puntos
Un conjunto numerable
Una linea recta
Un circulo
Una curva regular
Un disco en el plano
Una superficie regular
Curva de Peano
Escalera del diablo de Cantor
Conjunto Ternario de Cantor | log2/log3
Curva de Koch (copo de nieve) | log4/log3
Tridngulo de Sierpinski log3/log2
Membranas pulmonares 2.90

R ININNRFR|IFR,O|lO0o|T

NI—\I—\OI—\I\JNI\JI—‘I—\I—‘OOOP

Como nos imaginabamos, los primeros ocho conjuntos de la lista
no son fractales. Para nuestra sorpresa la curva de Peano y la
escalera del diablo de Cantor no son fractales y los ualtimos
ejemplos si son fractales.
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CAPITULO IV

Matematica en Nuestro Cuerpo

Introduccion

Los fractales son estructuras geométricas que se pueden usar para
analizar muchas estructuras bioldgicas que no son compatibles con
analisis convencionales. El proposito de este capitulo es exhibir el
analisis fractal y mostrar cémo se puede aplicar al analisis del
hueso trabecular, a la estructura del arbol bronquial y al analisis de
las arritmias cardiacas.

Modelos simples de estructuras bioldgicas se pueden construir con
formas simples tales como rectas, circulos, esferas y poligonos
simples. Podemos estimar propiedades de la estructura, tales como
longitud, area, volumen, dureza, etc.

Una seccién de un vaso sanguineo puede ser modelada como un
cilindro mientras que la Tierra puede modelarse como una esfera.

Una seccién de un vaso sanguineo puede ser modelada
como un cilindro mientras que la Tierra puede modelarse
como una esfera.
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Pero existen muchas estructuras bioldgicas que no pueden
modelarse con formas simples. Uno de los patrones mas comunes
es la estructura ramificada que aparece en muchas estructuras
bioldgicas. Las estructuras ramificadas en el cuerpo humano
incluyen las arterias, venas, nervios, el Haz de His, los ductos de la
glandula parotida y el arbol bronquial entre otros.

Las estructuras ramificadas como el sistema circulatorio no
pueden modelarse con formas simples.

Otros Procesos Fractales en la Naturaleza

o Distribucion Regional del flujo sanguineo pulmonar

e Estructura Pulmonar alveolar

e Patron del parénquima mamografico como un riesgo de
cancer mamario

o Heterogeneidad del flujo sanguineo en la region del
miocardio

« Superficies fractales de las proteinas

« Distribucién de las longitudes corporales de los artropodos

Una de las propiedades mas interesantes de los fractales es la
autosimilaridad. El conjunto de Mandelbrot es un buen ejemplo de
esto. La figura completa se ve repetida en escalas mas pequefias en
algunas partes. Un objeto fractal como éste exhibe esta
autosimilaridad en muchas escalas de observacion, desde el objeto
completo hasta niveles microscépicos (infinitesimales).
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El conjunto de Mandelbrot presenta autosimilaridad, es
decir, la figura se ve repetida en escalas mas pequefias.

Otra propiedad de los objetos fractales es la falta de una escala
bien definida. Un ejemplo de esto lo podemos ver en la imagen de
abajo o en las nubes, las cuales tienden a verse muy similares sin
importar su tamafio. Otra manera de decir esto, es que, es dificil
decir qué tan grande es el objeto sin una referencia externa.

No podemos decir de qué tamafio es este objeto fractal,
pues no tenemos referencias externas.

Mostrar que existe una geometria fractal en 6rganos y organismos
vivos es de gran relevancia en las ciencias biomédicas pues
permite explicar y proponer nuevas causas y consecuencias que
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relacionan la estructura y su funcién. Entre éstas se encuentran la
relacion de la geometria y la salud, su relacion con las leyes
alométricas o la dualidad del tiempo intrinseco en el que pueden
reconocerse un tiempo Euclideo asociado a la velocidad constante
de transporte en estructuras cilindricas y un tiempo fractal
caracteristico de los oOrganos con estructuras ramificadas
autosimilares.

Las propiedades geométricas pueden ser factores limitantes del
desarrollo y funcion de O6rganos y organismos y pueden ser
determinantes en las diferencias entre organismos. West sefiala a la
geometria fractal de las vias de conduccion y superficies de
intercambio como uno de los tres factores unificadores de las leyes
alométricas.

Dimension fractal

La mayoria de la gente esta familiarizada con las tres dimensiones
espaciales en que vivimos (largo, ancho y profundo). Estas
dimensiones son conocidas como dimensiones topoldgicas
euclidianas y han sido usadas por muchos afios para describir la
forma y posicién de los objetos. Sin embargo Mandelbrot encontro
que ciertos objetos geométricos no podian ser descritos con las
dimensiones topoldgicas euclidianas usuales, y formul6 la idea de
una dimensiéon fraccionaria o fractal existente entre las
dimensiones topoldgicas euclidianas.

Las curvas regulares rectificables (es decir, las curvas suaves que
tienen longitud finita) tienen una dimension topoldgica de 1.
Ademas, las que se van volviendo mas complejas tienden a llenar
el espacio a su alrededor. La cantidad de espacio que llena una de
estas curvas es representado por la dimension fractal o indice Dy, la
cual podemos pensar como un “factor de llenado”.
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Para la recta y el circulo Ds es igual a 1. La curva del
perimetro del copo de nieve llena mas espacio que la recta
o el circulo y su Dy es 1.26.

La linea que dibuja el parénguima pulmonar es un patrén y llena
aun mas espacio. Su D es de al rededor 1.82

La dimensidn fractal de un subconjunto de una de recta varia de 0
a 1, es 0 cuando se tiene un conjunto finito de puntos, es 1 cuando
es un segmento de recta (es decir, un intervalo), esta entre 0 y 1
cuando es un conjunto de puntos que “llena” parcialmente a la
recta (es decir, no contiene ningun intervalo, pero tiene “muchos”
puntos), por ejemplo: el conjunto ternario de Cantor tiene una
dimension fractal de log(2)/log(3) ~ 0.63.

El conjunto de Cantor se obtiene al tomar la interseccion
de los conjuntos C; donde el conjunto Coy es un segmento
de recta, C; es el conjunto Cy menos el interior del tercio
de en medio del segmento, y en general C; , es el conjunto
Cj.. menos el interior de los tercios de en medio de los
segmentos de recta que forman a Cj;.
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La dimensién fractal de un subconjunto de un plano varia entre 0
y 2. Esta entre 0 y 1 cuando el conjunto es un conjunto de puntos
que “llena” parcialmente a una curva regular rectificable (es decir,
no contiene la imagen de algun intervalo bajo una funcion
continua no constante), es 1 cuando la estructura es una curva
regular rectificable como una recta o una circunferencia.

Cuando una estructura llena todo el espacio posible en un area del
plano tal como el cuadrado verde o el trapecio anaranjado de
abajo, su dimension fractal es 2.

La dimension fractal de una superficie plana como un
cuadrado o un trapecio es de 2.

La dimension fractal esta entre 1 y 2 cuando “llena” parcialmente
el espacio en un area (es decir, no contiene ninguna regiéon con
area positiva, pero puede contener alguna curva de longitud
positiva); por ejemplo la carpeta de Sierpinski que se ilustra abajo
tiene una dimension fractal de 1.79

Esta carpeta de Sierpinski tiene una dimensién fractal de 1.79

La dimension fractal de un subconjunto de wun objeto
tridimensional, varia entre 0 y 3. Estd entre 0 y 1 cuando el
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conjunto es un conjunto de puntos que “llena” parcialmente a una
curva regular rectificable (es decir, no contiene la imagen de algun
intervalo bajo una funcion continua no constante), es 1 cuando la
estructura es una curva regular rectificable como una recta, una
circunferencia o una hélice.

Cuando una estructura llena todo el espacio posible en una
superficie de area positiva, como un circulo o la superficie de un
cilindro, su dimension fractal es 2.

Una superficie tiene dimension fractal 2.

La dimension fractal esta entre 1y 2 cuando “llena” parcialmente
el espacio sobre una superficie (es decir, no contiene la imagen de
algun rectangulo con area positiva bajo una funcién continua no
constante, pero puede contener alguna curva de longitud positiva).

La dimension fractal de un conjunto (que no contiene
segmentos con darea, pero que contiene segmentos de
curvas con longitud positiva) contenido en una superficie
estaentre 1y 2.
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Cuando una estructura llena todo el espacio posible en un volumen
del espacio tridimensional, tal como el cubo sélido o la pirdmide
solida que se muestran abajo, su dimension fractal es 3.

Un cuerpo solido tridimensional tiene dimensién fractal 3.

La dimension fractal esta entre 2 y 3 cuando “llena” parcialmente
el espacio en un volumen (es decir, no contiene ninguna region
con volumen positivo, pero puede contener alguna superficie con
area positiva); por ejemplo la esponja de Menger que tiene una
dimension fractal de 2.1

Esponja de Menger
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Dimensiones fractales en los huesos

Los huesos se clasifican de acuerdo a su forma como: largos,
cortos, planos o irregulares.
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Clasificacion de huesos.

Todos los huesos del esqueleto tienen una capa exterior densa que
parece suave y sélida a simple vista. Esta capa externa es llamada
hueso compacto. Bajo esta capa estd el hueso esponjoso, una
especie de panal de pequefias piezas parecidas a agujas o piezas
planas, como trabes, llamadas trabéculas. Dentro de esta red, los
espacios entre las trabéculas estan Illenos de médula.

Fotografia de la trabécula de una seccidn de la cabeza de un fémur.
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Partes de un hueso.

El hueso trabecular tiene un patron de ramificaciones, como
podemos apreciar en este hueso vertebral. También podemos ver
que exhibe autosimilaridad. Es decir, las trabéculas y los espacios
de médula entre si se ven muy similares sin importar su tamafio.

r’:@ I" ] ; 'le:

‘J.x J{""‘-

Muchos modelos de los huesos en el pasado se habian realizado
modelando la fuerza de rompimiento como una simple funcién de
la densidad mineral del hueso. La densidad del hueso esta
fuertemente relacionada con la fuerza de rompimiento. Ademas
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existen variaciones biologicas en la fuerza de rompimiento en
pacientes con la misma densidad de hueso.

Los investigadores han podido crear modelos mas refinados de
fuerza 6sea. Algunos de éstos modelos estan basados en la idea de
que no es sdlo la cantidad de mineral que se tiene en un hueso
dado, sino también como estd acomodado en ese hueso lo que
determina la fuerza del hueso.

Actualmente se utilizan modelos de analisis de elemento finito de
la fuerza Gsea con poco éxito en la prediccion de fuerza osea.
Ademas estos modelos son muy complejos y es poco probable que
se conviertan clinicamente Utiles para los pacientes en un futuro
cercano. La idea del indice fractal del hueso trabecular puede
relacionarse con la fuerza Osea, es de llamar la atencién, ya que
calcular el indice fractal del hueso trabecular es simple a partir de
imagenes de Tomografia Computariza de un hueso dado.

La imagen de abajo muestra dos modelos posibles para un hueso.
Un hueso normal es algo que se encuentra entre el cilindro hueco
del hueso a la izquierda y el cilindro so6lido a la derecha. Si
analizamos estos dos huesos, podriamos rebanadas de tomografia
computarizada de estos dos huesos, mediriamos un indice fractal
de 1.0 en el hueso hueco y un indice de 2.0 en el hueso sélido.
Medidas de huesos normales caen entre estos dos valores extremos
(al rededor de 1.7 a 1.8), y es posible esperar que el indice fractal
pueda probar ser Gtil en la estimacion de la fuerza del hueso.

Hueso sin trabécula Hueso con centro solido
(“osteoporosis™) D=1.0 (“osteoporosis™) D = 2.0

87



¢Como entonces, estimamos el indice fractal de una estructura
compleja como un hueso trabecular como la vértebra de abajo?

Primero tenemos que decirle a nuestro programa de analisis de
imagenes qué parte es hueso y qué parte no lo es. Esto es
generalmente simple porque el hueso es mucho més denso que los
tejidos suaves. En nuestro programa de analisis de imagenes,
ajustamos la ventana y los controles de nivel de tal manera que
solo tejido con densidad de la tomografia computarizada sea
mayor de un cierto nivel podria ser incluida en el analisis. Esto se
puede hacer visualmente en nuestro software ajustando la ventana
y los controles de nivel hasta que solo el tejido de interés se
muestre (en rojo), como abajo.
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Una vez que estos umbrales de nivel se han puesto, el software de
imagenes ahora sabe qué es hueso y que no. Ahora podemos
seleccionar la region del hueso trabecular de interés para
analizarla, como se muestra abajo.

Y

HalL

Region de
64 x 64
pixeles del
fémur
derecho

Hay una amplia variedad de algoritmos para calcular el indice
fractal de una estructura, tales como el algoritmo de conteo de
caja, el método de dilatacion de pixel, el método de calipher, el
método del espectro de la potencia radial, y otros.

Cémo calcular la dimension fractal
con el método de conteo de caja

Mostraremos el algoritmo de conteo de caja, por su sencillez. Este
algoritmo estima qué tanto espacio es ocupado por la estructura
fractal. Primero, se pone una malla arbitraria sobre la estructura
gue se medira. Luego, contamos cuantas cajas definidas por la
malla son ocupadas por la estructura fractal.

Para el objeto mostrado la estructura ocupa 3 cajas.
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Este objeto fractal ocupa 3 cajas de la malla.

El proceso se repite con una malla con longitudes de la n-ésima
parte del tamafio de la anterior, en nuestro caso es de la tercera
parte.

Con la malla de abajo, (que se obtuvo dividiendo en 3 partes
iguales los lados de las cajas de la malla anterior, dando lugar a 9
cajas nuevas por cada caja de la malla anterior) la estructura
ocupa 12 cajas.

=
T
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Al dividir en 3 partes iguales cada uno de los lados de la
malla anterior, obtenemos una malla mas fina y el objeto
fractal ocupa 12 cajas de la nueva malla.

El proceso se repite otra vez con una malla con longitudes de la n-
ésima parte del tamafio de la anterior (en nuestro caso, la tercera

90



parte). Con la malla de abajo, la estructura ocupa 55 cajas.
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Volvemos a dividir en 3 partes iguales cada uno de los
lados de la malla anterior, obtenemos una malla mas fina y
el objeto fractal ocupa 55 cajas de la nueva malla.

Este proceso puede realizarse indefinidamente, usando mallas cada
vez mas pequefias.

Para este ejemplo, contaremos las cajas una vez mas. Con la malla
de abajo, la estructura llena 405 cajas.

=T
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Volvemos a dividir en 3 partes iguales cada uno de los
lados de la malla anterior, obtenemos una malla mas fina 'y
el objeto fractal ocupa 405 cajas de la nueva malla.

Asi que nuestros datos de conteo de caja son puestos en la
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siguiente tabla:

Tamano de la caja | # de cajas ocupadas
1 3
1/9 12
1/81 55
1/729 405

Los datos son graficados en una grafica log-log (es decir, en el eje
de las abscisas se pone el logaritmo del tamafio de la caja y en el
eje de las ordenadas se pone el logaritmo del nimero de cajas
ocupadas) como se muestra abajo.

(log1/729,lg405
)

(log1/81, log55)

1.5
(log1/9, log12)
1 4

Ecuacion de la recta
y =-0.739x + 0.4182

log (# de cajas ocupadas)

-3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

log (tamafio de caja)

Se hace una regresion lineal para encontrar la recta que mejor se
ajusta a los datos. La pendiente de esta recta es usada para calcular
la dimension fractal. En el caso del ejemplo la ecuacion de la recta
que mejor se ajusta es y=-0.739x+0.4182. La dimensién
fractal es igual a 2 mas la pendiente de la recta, entonces para este
objeto fractal, la dimension fractal es Ds=2+(-0.739)=1.261.
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Arbol bronquial

Uno de los sistemas en que es mas evidente la estructura
geomeétrica, es el sistema respiratorio, pues su objetivo es distribuir
un volumen de aire inhalado (por la via aérea) en una superficie de
intercambio (superficie alveolar) que se encuentra dentro de una
region de volumen acotado (el térax). Sin embargo, el disefio de
un 6érgano no depende Unicamente de su forma geométrica sino
también del ajuste de las partes a su funcion.

El disefio del arbol bronquial de los mamiferos se ha asociado con
un adecuado flujo de gases a los alvéolos, una minima produccion
de entropia en la mecanica respiratoria y con un minimo costo en
materia y energia. Mandelbrot fue el primero en proponer que el
pulmon de los mamiferos presenta una geometria fractal.
Posteriormente varios cientificos han mostrado que la reduccion
del didametro de los bronquios, la superficie alveolar y el flujo
pulmonar presentan propiedades fractales.

Traquea -Arteria puimonar
izquierda

arterias
pulmonares

Bronquio primario J LTronco pulmonar

derecho

Respecto al diametro de las vias aéreas, en los primeros estudios
(en 1962) se encontraron evidencias de que el calibre de los
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bronquios segufan una curva exponencial del tipo dn =d, -2,
denominando con d, al diametro de un tallo de rama bronquial de
la n-ésima generacion y con d, el didmetro inicial, ademas (en
1991) se encontré6 que esta curva se encontraba asociada a la
acomodacion de un maximo flujo con minimo volumen, minima
disipacion de energia 0 minima produccién de entropia.

Posteriormente, se mostrd que el didametro de los brongquios mas
alla de la décima generacién disminuye mas lento que lo predicho
por la relacién exponencial dada en 1962, y que esto podria estar
relacionado con la transicién desde una zona de transporte por
conveccién a una zona de difusion pasiva, lo cual llevé a que se
propusiera como alternativa un decaimiento segin la ley de
potencias d,=An*n™, modulado por una funcién A,, que introduce
desviaciones periodicas en el factor de escala. (renormalizacion)
gue tiene como importante consecuencia un efecto de proteccién
de errores durante el desarrollo del pulmon, evitando que una
anomalia en el calibre de un bronquio se propague o aumente
hacia el distal.

Algunos cientificos han usado el modelo de renormalizacion para
simular la via aérea. Sin embargo, otros destacan que ambos tipos
de modelos (el exponencial y el potencial) son validos y obedecen
a la geometria fractal unida a la asimetria del patron de dicotomia
bronquial. La cual es muy evidente en las observaciones hechas en
broncografias.

A pesar de que existen muchos estudios donde se calcula la
dimensién fractal del arbol bronquial no se disponen medidas
directas de la forma en que el arbol bronquial ocupa el espacio (de
tres dimensiones) o de la autosimilitud de éste. Aunque algunos
cientificos chilenos han podido tener una representacion
tridimensional en acrilico del arbol bronquial de algunas especies
de mamiferos, cuando hacen el estudio del calculo de las
dimensiones fractales, lo hacen sobre fotografias de estos moldes,
lo cual lleva a que sélo se ha medido la dimension fractal de
proyecciones del arbol bronquial y no de él como objeto en el
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espacio tridimensional.

Las dimensiones fractales de estas proyecciones del arbol
bronquial se encuentran entre 1.57 y 1.59. La forma en que el
arbol bronquial ocupa el espacio parece ser esencialmente la
misma, independientemente de diferencias importantes en la masa
corporal de las distintas especies observadas.

La imagen de la izquierda muestra los alvéolos de una
persona sana no fumadora, la de la derecha son los
alvéolos de una persona fumadora.

Caos cardiaco

Uno de los ritmos bioldgicos mas conocidos es el latido del
corazon. La forma en que se acostumbra estudiarlo es investigando
su comportamiento bioldgico, quimico y fisico. A partir de los
afios ochenta del siglo pasado se ha dirigido el estudio de las
propiedades globales de su comportamiento bioldgico
considerandolas no lineales.

Existen varias areas del corazon de los mamiferos capaces de tener
una auto-excitacion ritmica espontanea, pero bajo condiciones
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fisiolégicas el regulador normal es el nodo sino-atrial (SA).

Un impulso generado por el nodo sino-atrial se propaga a través
del musculo atrial (provocando contraccion atrial). La onda de
despolarizacién se propaga a través del nodo atrio-ventricular
(AV) y debajo del sistema de His-Purkinjé en los ventriculos
derecho e izquierdo.

Existen muchos modelos lineales y no-lineales que describen este
proceso de conduccion entre los nodos sino-atrial y atrio-
ventricular.

Hay estudios experimentales que usan herramientas no lineales
para distinguir caos y ruido y ayudar asi a entender la dindmica
fisioldgica.
Para ello se hacen 3 suposiciones:

i. Un oscilador cardiaco en condiciones normales se puede

describir con un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias con un solo estado estacionario inestable
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generando un ciclo de oscilacion limite asintéticamente
estable el cual estd globalmente atrayendo excepto para un
conjunto de medida cero de puntos singulares.

ii. Siguiendo una perturbacion corta, el curso del tiempo de
retorno al ciclo limite es mucho mas corto que el periodo
espontaneo de oscilacion o del tiempo entre pulsos
periédicos.

iii. Las caracteristicas topoldgicas de la curva de transicion de
fase cambian en formas estereotipadas cuando la fuerza del
estimulo aumenta.

Si @, es la fase del oscilador cardiaco inmediatamente antes del i-

ésimo estimulo de una estimulacion periodica con periodo = para
®; larelacion recursiva es:

= g(®,)+ (1)
TO
donde g(d)) es la respuesta fase y estda determinada
experimentalmente por esos estimulosy g(® + j)= g(®)+ j para
cualquier j en el conjunto de los nimeros enteros y T, es el
periodo del ciclo limite.

La ecuacion (1) mide la contraccion de los agregados como
funcion de la fase para la contraccion en el tiempo de la
perturbacion.

Si graficamos la nueva fase siguiendo un estimulo contra la vieja
fase, la curva resultante es llamada la curva de transicién.

Si ahora iteramos g(CD) para calcular la respuesta de los agregados

a estimulacién periddica. Las respuestas observadas son de
periodo doble y de dindmica cadtica cuando la frecuencia del
conductor periddico es aumentada.
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En resumen, las dindmicas en respuesta a estimulacion periddica
son predichas iterando la funcion derivada experimentalmente y
Ileva cercanamente a lo que se observo experimentalmente.

Experimentalmente algunos investigadores observaron patrones
similares a muchas arritmias comUnmente observadas, otros
investigadores utilizan las propiedades de la respuesta fase para
explicar para-sistoles ventriculares, algunos mas asocian bloqueos
intermitentes o variables con el comportamiento irregular
complejo caracteristico de dinamicas cadticas observadas en el
modelo de respuesta fase.

Consideremos la actividad eléctrica de un corazén normal donde la
diferencia del potencial entre varios puntos de la superficie del
cuerpo es llamada electrocardiograma (ECG).

Electrocardiograma

La serie de tiempo del ECG consiste de las ondas P, el complejo
QRS, las ondas T y las ondas U. Las ondas P reflejan la excitacion
de los atrios, el complejo QRS refleja la excitacion de los
ventriculos (red de His-Purkinjé), las ondas T se asocian con la
recuperacion del estado eléctrico inicial de los ventriculos y las
ondas U se asocian con la despolarizacion de fibras de Purkinjé.

98



QRS T U
I« B

T

En la imagen se muestran las ondas principales que
componen un electrocardiograma.

Como hemos visto en el corazén se dan varios tipos de ritmos, que
es posible distinguirlos en los electrocardiogramas. Sus
irregularidades han sido reconocidas como signos de alguna
enfermedad, pero todavia falta analizar desde distintos puntos de
vista su dinamica, ya que aun se desconoce el origen de algunos
casos de infarto, por lo que todavia no son prevenibles todos los
infartos.

Muy importante es la fibrilacion, que causa miles de muertes
stbitas al afio. En muchos casos, estas muertes se deben al bloqueo
de las arterias, que causan la falta de alimentacion de las células
del musculo que bombea la sangre.

En un corazén normal las células se contraen y relajan de manera
periddica y coordinada, mientras que cuando hay fibrilacion, las
celulas se contorsionan sin coordinacion alguna y no pueden
bombear sangre. En un coraz6n normal las sefiales eléctricas
viajan de manera coordinada a lo largo del corazén. Cuando la
sefial llega, cada célula se contrae, enseguida la célula se relaja
durante un intervalo determinado, dentro del cual no puede volver
a contraerse. En cambio, cuando hay fibrilacion la onda se esparce
sin coordinacion dando como resultado que el corazén nunca esta
del todo contraido ni del todo relajado.
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Una forma de ayudar a un paciente que esta sufriendo un ataque de
fibrilacion es aplicarle una corriente eléctrica —un “shock
eléctrico”— con lo que a menudo su corazon vuelve a trabajar
normalmente.

En un corazon en fibrilacion, cada una de sus partes puede estar
funcionando normalmente, pero de manera descoordinada. Las
autopsias de personas que murieron por estas causas muestran que
los musculos no estan dafiados y que sin embargo, el corazén en
conjunto no funciono.

El corazdn es un sistema complejo, que ahora se estudia desde el
punto de vista del Caos. Se ha encontrado que su actividad
eléctrica presenta secuencias de doblamiento de periodos hasta
llegar a un comportamiento cadtico, similar al de otros sistemas
que desarrollan caos. Cuando se presenta fibrilacion se esta en un
régimen cadtico, y al dar un “shock eléctrico” los pardmetros del
corazén se modifican y éste regresa a un régimen que ya no es
cadtico, por lo que su comportamiento vuelve a ser regular.

La modificaciébn de algun parametro relacionado con el
funcionamiento del corazon, como por ejemplo el cambio en la
conductividad en los musculos o en el tiempo de llegada de alguna
sefial, puede alterar el régimen en que se encuentra el 6rgano.

El comportamiento cadtico de algun sistema bioldgico no siempre
estd relacionado con alguna enfermedad. Aunque pueda parecer
increible, se ha empezado a considerar el caos como fuente de
salud. Los sistemas no lineales tienen la capacidad de regulacion y
de control. Si a un sistema que se comporta linealmente se le
produce una pequefia perturbacion, entonces se comportara de
manera cercana a como lo haria si no se le hubiera perturbado. Sin
embargo, si se da la misma perturbacién a un sistema no lineal,
éste tiende a volver a su condicion inicial.

Si un sistema llegara siempre a un valor final de sus variables, sin
importar el valor de sus pardmetros, entonces este sistema no

100



podria ajustarse a cambios. Sin embargo los seres vivientes deben
poder adaptarse a los cambios. Por lo tanto en un sistema como el
tratado, si las circunstancias externas hacen que el valor de g se
altere, entonces los valores finales que adquirira la variable x seran
distintos de los que tenia antes del cambio. Si el sistema bioldgico
es capaz de vivir con los nuevos valores finales significa que se ha
podido adaptar a las nuevas circunstancias. Si no, desaparecera.

El hecho de que muchos sistemas bioldgicos sean no lineales y se
comporten caoticamente ha permitido la posibilidad de adaptacion.
Algunos investigadores han sugerido que para que estos sistemas
sobrevivan bajo nuevas circunstancias tendran que desarrollar
estructuras fractales. Por ejemplo, las fibras conductoras del
corazén o las redes que forman los bronquios tienen estructura
fractal que permite una gran variedad de ritmos.

Por lo tanto, se puede llegar a la sorprendente conclusion de que el
caos permite la salud, mientras que si un sistema fuera totalmente
pronosticable, al ocurrir cualquier cambio se enfermaria y poco
después desapareceria.

De estas consideraciones se obtiene una sugerencia muy
interesante: cuando una enfermedad se debe a la inadaptabilidad
del organismo a los posibles nuevos ritmos debidos al cambio de
circunstancias, el tratamiento deberia consistir en ampliar sus
capacidades para que estos nuevos ritmos fueran capaces de darse.
Esta idea puede abrir una nueva forma de tratar ciertas
enfermedades.
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Contraportada

Este segundo volumen, al igual que el primero, tiene como propésito el de servir como
motivacion y orientacion vocacional a los jovenes deseosos de dedicarse a una de las aventuras
maés formidables del Ser Humano, la Matematica. También esta dedicado a toda persona que
desee obtener un concepto méas aproximado acerca de la Matematica y sus practicantes. Esta
dirigido tanto para un publico en general como para un lector de nivel matematico diverso.
Hemos tratado de dejarle algo a cada uno de ellos.

En “Mateméatica y matematicos I1” se escribe acerca de la Matematica, sus caracteristicas, la
investigacion y progreso en ella. Como ejemplo del surgimiento de una teoria matematica se
presenta la K-Teoria Algebraica. También, como matematica aplicada se hace lo
correspondiente con la Teoria Matematica de la Musica. Finalmente, se exponen pensamientos
acerca de la Computacion y su relacion con la Matematica.

Con respecto a “Matematica en la Musica 11", actualmente es perceptible que en las Ultimas
dos décadas del siglo pasado (y hasta la fecha) hubo una gran tendencia en la Matematica de
realizar no sélo aplicaciones sino hacer Matematica en una gran variedad de campos del
conocimiento, y el campo de la MUsica no ha sido la excepcion.

Uno de los propositos de la Teoria Matematica de la Musica es la de establecer un marco
conceptual estable, definiendo los conceptos en una forma precisa. Se expone el acercamiento
de Mazzola para muchos problemas musicales el cual estad basado en la Teoria de Topos. Se
introduce el concepto de Denotador el cual permite describir los objetos musicales y se
mencionan las ideas detrds del mismo. Se concluye que estamos actualmente viviendo un
cambio tan radical en la Musicologia como el que se experimenté en la Fisica hace 500 afios.

Muchos patrones de la naturaleza son tan irregulares y fragmentados que exhiben varios
niveles de complejidad vistos con la geometria usual. La existencia de estos patrones nos reta a
estudiar esas formas que con la geometria usual parecen no tener forma, es decir, a investigar
la morfologia de lo "amorfo™. En el capitulo Il presentamos los fractales, que son la
herramienta para estudiar los patrones complejos de la naturaleza.

Con respecto a “Matematica en Nuestro Cuerpo”, los fractales son estructuras geométricas
gue se pueden usar para analizar muchas estructuras bioldgicas que no son compatibles con
andlisis convencionales. Aqui se exhibe el analisis fractal y se muestra cémo se puede aplicar al
analisis del hueso trabecular, a la estructura del arbol bronquial y al andlisis de las arritmias
cardiacas.
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